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Einleitung

Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben die Stromung eines inkompressiblen, visko-
sen Fluids.

Ausgangspunkt fiir ihre Herleitung ist eine Massen- und Impulsbilanz sowie die Annah-
me, dafl es sich bei dem Fluid um ein Kontinuum handelt:

Es bezeichne u(z,t), bzw. p(x,t) die Geschwindigkeit bzw. Massendichte der Strémung
zum Zeitpunkt ¢ am Ort z und p(z,t) den dort herrschenden Druck. Weiterhin sei
T(z,t) der Spannungstensor sowie F(z,t) die duflere Volumenkraft. Dann lautet die
Impulsbilanz

(at tu- v) (pu) = div(T — pI) + F
sowie die Massenerhaltung
pt + div(pu) = 0.

Nun benétigt man noch gewisse konstitutive Gesetze. Nimm¢t man an, daf} es sich um ein
Newtonsches Fluid handelt, da8 also die durch die Viskositdt verursachten Reibungs-
kréfte proportional zu Vu sind, so erhdlt man fiir den Spannungstensor

T = vp(Vu + VuT).
Nimmt man weiterhin an, daf} es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, so folgt
p(il?, t) = po-

Skaliert man schliellich die duflere Kraft durch F' = pof, dann erh&lt man aus den
Bilanzgleichungen die Navier-Stokes-Gleichungen

ut — vAu +u-Vu + Vp = f,

divu = 0.
Zusétzlich gibt man noch eine Anfangsbedingung
ule=0 = up

vor. Findet die Strémung in einem begrenzten Gebiet €2 statt, so fordert man an dessen
Rand die Haftbedingung

ulpo = 0.
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2 EINLEITUNG

Das eben formulierte Anfangs-Randwertproblem der Navier-Stokes-Gleichungen ist ein
wichtiges Modellproblem fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen. Trotz grofier
mathematischer Anstrengungen ist es bis heute nicht gelungen, die Frage nach Exi-
stenz, Eindeutigkeit und Regularitdt von Losungen dieser Gleichungen befriedigend zu
beantworten.

Hierbei hat sich gezeigt, dafl die Gestalt des Gebietes eine grofie Rolle spielt. In dieser
Arbeit sollen sogenannte Offnungsgebiete untersucht werden. Diese bestehen, anschau-
lich gesprochen, aus zwei Halbriumen, die durch eine Wand getrennt, aber durch eine
in dieser befindliche Offnung miteinander verbunden sind.

Bei diesen Gebieten tritt eine zusitzliche Schwierigkeit auf:

Die Stromung wird durch das obige Anfangs-Randwertproblem nicht vollstindig be-
schrieben. Man muf} deshalb eine zusdtzliche Randbedingung fordern, um die Eindeu-
tigkeit der Lésung sicherzustellen. Dies kann entweder der Fluf durch die Offnung, oder
die Druckdifferenz zwischen den beiden Halbrdumen sein.

Dieses Phénomen soll nun kurz erliutert werden. Die folgenden Uberlegungen sind
jedoch rein formal und dienen nur dem Verstdndnis. Deshalb werden sie exemplarisch
am einfachsten Beispiel, den stationdren Stokes-Gleichungen

—Au + vp = f!
divu =g,
U‘an =0,

durchgefiihrt:

Da die Gleichungen linear sind, ist ihre L6sung eindeutig, falls die homogenen Gleichun-
gen nur die triviale Lésung zulassen.

Sei also f = g = 0 und Q zundchst beschrankt. Multipliziert man die erste Gleichung
mit v und integriert iiber €2, so erhédlt man mit Hilfe des Gauflschen Satzes und der
beiden anderen Gleichungen formal

/ |Vu|2dz =0,
Q

also u = const. Aufgrund der Randbedingung folgt v = 0 und aus der ersten Glei-
chung Vp = 0. Folglich ist die Lésung (u, Vp) der stationdren Stokes-Gleichungen auf
beschriankten Gebieten eindeutig.

In unbeschrinkten Gebieten mufl man die Integrabilitdt des Druckes p genauer untersu-
chen. Hierbei zeigt sich, dafl im Ganz- bzw. Halbraumfall sowie in Auflenraumgebieten
der Druck im Unendlichen gegen eine Konstante strebt, womit sich die obigen Ein-
deutigkeitsiiberlegungen iibertragen. Im Falle eines Offnungsgebietes strebt jedoch der
Druck p auf beiden Seiten der Wand fiir |z| — oo gegen im allgemeinen verschiede-
ne Konstanten p4 bzw. p_. Bezeichnet [p] = p+ — p— die Druckdifferenz und ®(u)
den FluB durch die Offnung, so erhélt man wie oben fiir die Losungen der homogenen
Stokes-Gleichungen

/ IVl do = [p](u).
Q

Dies impliziert die folgende Eindeutigkeitsaussage: Sind (u1, Vp1) und (us2, Vps2) zwei
Losungen der Stokes-Gleichungen zu denselben Daten und gilt [p1] = [p2] oder ®(u1) =
®(u2), so sind die beiden Lésungen identisch.

Das gleiche Verhalten zeigt sich auch im nichtlinearen und instationdren Fall.



EINLEITUNG 3

Diese Arbeit befaf3t sich hauptsichlich mit den instationidren Stokes- und Navier-Stokes-
Gleichungen. Grundlage fiir die Konstruktion von Ldsungen ist die sogenannte Halb-
gruppen-Methode, die im folgenden am Beispiel eines beschrinkten Gebietes kurz be-
schrieben werden soll:

Gegeben seien die Stokes-Gleichungen in einem beschrénkten Gebiet Q:

ut — Au+ Vp = f,

divu = 0,
U‘an =0,
u|t:0 = Uuop.

Man kann zeigen, dafl eine Projektion P mit den Eigenschaften PVp = 0 und Pu = u
fiir Vektorfelder mit divu = 0 und u|gq = 0 existiert. Wendet man diese Projektion
auf die erste Gleichung an, so erhilt man die abstrakte Stokes-Gleichung

ut + Au = PFf, u(0) = ug.

Hierbei ist A = P(—A) der sogenannte Stokes-Operator. Dies ist formal eine gewhnli-
che Differentialgleichung, deren Lésung die Darstellung

t
u(t) = e~ ug —I—/ e~ t=9)4pr(s)ds
0

besitzt.

Unter geeigneten Voraussetzungen kann man zeigen, da} A der Erzeuger einer sogenann-
ten Halbgruppe e~t4 und die obige Funktion u die eindeutige Lsung der abstrakten
Stokes-Gleichung ist.

Nun gewinnt man den Druck aus den Stokes-Gleichungen vermdoge
Vp = (I — P)(f + Au)

zuriick und stellt fest, daf (u, Vp) die eindeutige Losung der Stokes-Gleichungen ist.
Zur Loésung der Navier-Stokes-Gleichungen
ut — Au+u-Vu+ Vp = f,
divu =0,
ulpn =0,

u|t=0 = up

fat man die Nichtlinearitdt als rechte Seite auf und erhilt damit fiir v die Integralglei-
chung

u(t) = e Aug + /t ef(tfs)AP(f — u-Vu) (s)ds.
0

Zu deren Losung verwendet man eine Fixpunktiteration, wobei man die Konvergenz
mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zeigt.



4 EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in folgende Teile:

Das erste Kapitel beginnt mit einer Festlegung der grundlegenden Notation. Anschlie-
Bend werden die fiir die Navier-Stokes-Gleichungen relevanten Funktionenrdume vorge-
stellt und, vor allem im Hinblick auf die Besonderheiten in Offnungsgebieten, untersucht.

Im néchsten Kapitel werden in Abhéngigkeit von der zusdtzlichen Randbedingung die
zugehorigen Helmholtz-Projektionen und Stokes-Operatoren konstruiert. Anschlieend
werden die entsprechenden Resolventengleichungen untersucht.

Im dritten Kapitel wird zunéchst die Theorie der analytischen Halbgruppen bereitge-
stellt. Die Abschédtzung der Resolvente der Stokes-Operatoren zeigt, daf diese Erzeuger
analytischer Halbgruppen sind. Damit erhilt man die eindeutige Losbarkeit der instati-
ondren Stokes-Gleichungen mit vorgeschriebener Druckdifferenz bzw. vorgeschriebenem
Druck.

Das darauffolgende Kapitel befafit sich der Konstruktion von Losungen der instati-
ondren Navier-Stokes-Gleichungen. Mit Hilfe der Halbgruppen-Theorie erhélt man star-
ke Losungen, deren Existenz jedoch nur fiir ein kleines Zeitintervall garantiert werden
kann, es sei denn die Daten sind hinreichend klein. Anschliefend werden schwache
Losungen konstruiert, deren Eindeutigkeit jedoch nicht gewihrleistet ist. Schlieflich
wird der Eindeutigkeitssatz von Serrin auf Offnungsgebiete iibertragen.

Das fiinfte Kapitel ist der Untersuchung der Regularitidtseigenschaften des Stokes--
Operators gewidmet. Die gewonnenen Erkenntnisse kénnen verwendet werden, die Re-
gularitdt der Stokes- und Navier-Stokes-Gleichungen zu zeigen.

Das sechste Kapitel dient dazu, auf einer abstrakten Ebene mit Hilfe der Theorie posi-
tiver Operatoren und der Interpolationstheorie weitere Erkenntnisse {iber den Stokes-
Operator zu gewinnen.

Diese werden im letzten Kapitel genutzt, um weitere Regularitdtseigenschaften der
Stokes-Gleichungen zu erhalten: Es werden L9 — L™ Abschidtzungen der Stokes-Halb-
gruppe angegeben. Weiterhin wird den schwachen L&sungen der Navier-Stokes-Glei-
chungen ein Druck zugeordnet und analysiert. Schliefilich wird in einem letzten Ab-
schnitt das Abklingverhalten der Losungen fiir ¢ — oo untersucht.



