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Einleitung

Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben die Str�omung eines inkompressiblen, visko-

sen Fluids.

Ausgangspunkt f�ur ihre Herleitung ist eine Massen- und Impulsbilanz sowie die Annah-

me, da� es sich bei dem Fluid um ein Kontinuum handelt:

Es bezeichne u(x; t), bzw. �(x; t) die Geschwindigkeit bzw. Massendichte der Str�omung

zum Zeitpunkt t am Ort x und p(x; t) den dort herrschenden Druck. Weiterhin sei

T (x; t) der Spannungstensor sowie F (x; t) die �au�ere Volumenkraft. Dann lautet die

Impulsbilanz �
@t + u � r

�
(�u) = div(T � pI) + F

sowie die Massenerhaltung

�t + div(�u) = 0:

Nun ben�otigt man noch gewisse konstitutive Gesetze. Nimmt man an, da� es sich um ein

Newtonsches Fluid handelt, da� also die durch die Viskosit�at verursachten Reibungs-

kr�afte proportional zu ru sind, so erh�alt man f�ur den Spannungstensor

T = ��(ru+ruT ):

Nimmt man weiterhin an, da� es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, so folgt

�(x; t) = �0:

Skaliert man schlie�lich die �au�ere Kraft durch F = �0f , dann erh�alt man aus den

Bilanzgleichungen die Navier-Stokes-Gleichungen

ut � ��u+ u�ru+rp = f;

divu = 0:

Zus�atzlich gibt man noch eine Anfangsbedingung

ujt=0 = u0

vor. Findet die Str�omung in einem begrenzten Gebiet 
 statt, so fordert man an dessen

Rand die Haftbedingung

uj@
 = 0:

1



2 EINLEITUNG

Das eben formulierte Anfangs-Randwertproblem der Navier-Stokes-Gleichungen ist ein

wichtiges Modellproblem f�ur nichtlineare partielle Di�erentialgleichungen. Trotz gro�er

mathematischer Anstrengungen ist es bis heute nicht gelungen, die Frage nach Exi-

stenz, Eindeutigkeit und Regularit�at von L�osungen dieser Gleichungen befriedigend zu

beantworten.

Hierbei hat sich gezeigt, da� die Gestalt des Gebietes eine gro�e Rolle spielt. In dieser

Arbeit sollen sogenannte �O�nungsgebiete untersucht werden. Diese bestehen, anschau-

lich gesprochen, aus zwei Halbr�aumen, die durch eine Wand getrennt, aber durch eine

in dieser be�ndliche �O�nung miteinander verbunden sind.

Bei diesen Gebieten tritt eine zus�atzliche Schwierigkeit auf:

Die Str�omung wird durch das obige Anfangs-Randwertproblem nicht vollst�andig be-

schrieben. Man mu� deshalb eine zus�atzliche Randbedingung fordern, um die Eindeu-

tigkeit der L�osung sicherzustellen. Dies kann entweder der Flu� durch die �O�nung, oder

die Druckdi�erenz zwischen den beiden Halbr�aumen sein.

Dieses Ph�anomen soll nun kurz erl�autert werden. Die folgenden �Uberlegungen sind

jedoch rein formal und dienen nur dem Verst�andnis. Deshalb werden sie exemplarisch

am einfachsten Beispiel, den station�aren Stokes-Gleichungen

��u+rp = f;

div u = g;

uj@
 = 0;

durchgef�uhrt:

Da die Gleichungen linear sind, ist ihre L�osung eindeutig, falls die homogenen Gleichun-

gen nur die triviale L�osung zulassen.

Sei also f = g = 0 und 
 zun�achst beschr�ankt. Multipliziert man die erste Gleichung

mit u und integriert �uber 
, so erh�alt man mit Hilfe des Gau�schen Satzes und der

beiden anderen Gleichungen formalZ



jruj2 dx = 0;

also u = const. Aufgrund der Randbedingung folgt u = 0 und aus der ersten Glei-

chung rp = 0. Folglich ist die L�osung (u;rp) der station�aren Stokes-Gleichungen auf

beschr�ankten Gebieten eindeutig.

In unbeschr�ankten Gebieten mu� man die Integrabilit�at des Druckes p genauer untersu-

chen. Hierbei zeigt sich, da� im Ganz- bzw. Halbraumfall sowie in Au�enraumgebieten

der Druck im Unendlichen gegen eine Konstante strebt, womit sich die obigen Ein-

deutigkeits�uberlegungen �ubertragen. Im Falle eines �O�nungsgebietes strebt jedoch der

Druck p auf beiden Seiten der Wand f�ur jxj ! 1 gegen im allgemeinen verschiede-

ne Konstanten p+ bzw. p�. Bezeichnet [p] = p+ � p� die Druckdi�erenz und �(u)

den Flu� durch die �O�nung, so erh�alt man wie oben f�ur die L�osungen der homogenen

Stokes-Gleichungen Z



jruj2 dx = [p]�(u):

Dies impliziert die folgende Eindeutigkeitsaussage: Sind (u1;rp1) und (u2;rp2) zwei
L�osungen der Stokes-Gleichungen zu denselben Daten und gilt [p1] = [p2] oder �(u1) =

�(u2), so sind die beiden L�osungen identisch.

Das gleiche Verhalten zeigt sich auch im nichtlinearen und instation�aren Fall.



EINLEITUNG 3

Diese Arbeit befa�t sich haupts�achlich mit den instation�aren Stokes- und Navier-Stokes-

Gleichungen. Grundlage f�ur die Konstruktion von L�osungen ist die sogenannte Halb-

gruppen-Methode, die im folgenden am Beispiel eines beschr�ankten Gebietes kurz be-

schrieben werden soll:

Gegeben seien die Stokes-Gleichungen in einem beschr�ankten Gebiet 
:

ut ��u+rp = f;

div u = 0;

uj@
 = 0;

ujt=0 = u0:

Man kann zeigen, da� eine Projektion P mit den Eigenschaften Prp = 0 und Pu = u

f�ur Vektorfelder mit div u = 0 und uj@
 = 0 existiert. Wendet man diese Projektion

auf die erste Gleichung an, so erh�alt man die abstrakte Stokes-Gleichung

ut + Au = Pf; u(0) = u0:

Hierbei ist A = P (��) der sogenannte Stokes-Operator. Dies ist formal eine gew�ohnli-

che Di�erentialgleichung, deren L�osung die Darstellung

u(t) = e�tAu0 +

Z
t

0

e�(t�s)APf(s) ds

besitzt.

Unter geeigneten Voraussetzungen kann man zeigen, da� A der Erzeuger einer sogenann-

ten Halbgruppe e�tA und die obige Funktion u die eindeutige L�osung der abstrakten

Stokes-Gleichung ist.

Nun gewinnt man den Druck aus den Stokes-Gleichungen verm�oge

rp = (I � P )(f +�u)

zur�uck und stellt fest, da� (u;rp) die eindeutige L�osung der Stokes-Gleichungen ist.

Zur L�osung der Navier-Stokes-Gleichungen

ut ��u+ u�ru+rp = f;

div u = 0;

uj@
 = 0;

ujt=0 = u0

fa�t man die Nichtlinearit�at als rechte Seite auf und erh�alt damit f�ur u die Integralglei-

chung

u(t) = e�tAu0 +

Z
t

0

e�(t�s)AP
�
f � u�ru

�
(s) ds :

Zu deren L�osung verwendet man eine Fixpunktiteration, wobei man die Konvergenz

mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zeigt.



4 EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in folgende Teile:

Das erste Kapitel beginnt mit einer Festlegung der grundlegenden Notation. Anschlie-

�end werden die f�ur die Navier-Stokes-Gleichungen relevanten Funktionenr�aume vorge-

stellt und, vor allem im Hinblick auf die Besonderheiten in �O�nungsgebieten, untersucht.

Im n�achsten Kapitel werden in Abh�angigkeit von der zus�atzlichen Randbedingung die

zugeh�origen Helmholtz-Projektionen und Stokes-Operatoren konstruiert. Anschlie�end

werden die entsprechenden Resolventengleichungen untersucht.

Im dritten Kapitel wird zun�achst die Theorie der analytischen Halbgruppen bereitge-

stellt. Die Absch�atzung der Resolvente der Stokes-Operatoren zeigt, da� diese Erzeuger

analytischer Halbgruppen sind. Damit erh�alt man die eindeutige L�osbarkeit der instati-

on�aren Stokes-Gleichungen mit vorgeschriebener Druckdi�erenz bzw. vorgeschriebenem

Druck.

Das darauffolgende Kapitel befa�t sich der Konstruktion von L�osungen der instati-

on�aren Navier-Stokes-Gleichungen. Mit Hilfe der Halbgruppen-Theorie erh�alt man star-

ke L�osungen, deren Existenz jedoch nur f�ur ein kleines Zeitintervall garantiert werden

kann, es sei denn die Daten sind hinreichend klein. Anschlie�end werden schwache

L�osungen konstruiert, deren Eindeutigkeit jedoch nicht gew�ahrleistet ist. Schlie�lich

wird der Eindeutigkeitssatz von Serrin auf �O�nungsgebiete �ubertragen.

Das f�unfte Kapitel ist der Untersuchung der Regularit�atseigenschaften des Stokes--

Operators gewidmet. Die gewonnenen Erkenntnisse k�onnen verwendet werden, die Re-

gularit�at der Stokes- und Navier-Stokes-Gleichungen zu zeigen.

Das sechste Kapitel dient dazu, auf einer abstrakten Ebene mit Hilfe der Theorie posi-

tiver Operatoren und der Interpolationstheorie weitere Erkenntnisse �uber den Stokes-

Operator zu gewinnen.

Diese werden im letzten Kapitel genutzt, um weitere Regularit�atseigenschaften der

Stokes-Gleichungen zu erhalten: Es werden Lq { Lr Absch�atzungen der Stokes-Halb-

gruppe angegeben. Weiterhin wird den schwachen L�osungen der Navier-Stokes-Glei-

chungen ein Druck zugeordnet und analysiert. Schlie�lich wird in einem letzten Ab-

schnitt das Abklingverhalten der L�osungen f�ur t!1 untersucht.


