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Die Navier-Stokes-Gleichungen in
Offnungsgebieten

Martin Franzke

Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben die Stromung eines inkompressiblen, visko-
sen Fluids in einem Gebiet 2. Sie lauten

w—Au+u-Vu+Vp=f, divu=0, u|ga=0, u(0)= u,

wobei u(z, t) die Geschwindigkeit des Fluids zum Zeitpunkt ¢ am Ort z und p(z,t) den
dort herrschenden Druck bezeichnet.

Ein Offnungsgebiet besteht aus zwei Halbrdumen, die durch eine Wand getrennt, aber
durch eine darin befindliche Offnung miteinander verbunden sind.

Im Gegensatz zu einem beschriankten Gebiet oder einem Auflenraum mufl man in diesem
Fall noch eine zusitzliche Randbedingung fordern, um die Eindeutigkeit der Losung si-
cherzustellen. Dies kann entweder die Druckdifferenz [p] zwischen den beiden Halbraum-
en oder der FluB ®(u) durch die Offnung sein.

In dieser Arbeit wird das vorliegende Problem mit Hilfe der Halbgruppenmethode in
L7 untersucht. Zunéchst werden geeignete Funktionenrdume eingefiihrt und analysiert.
Anschlieflend wird in Abhéngigkeit von der zusétzlichen Randbedingung die zugehorige
Helmholtz-Projektion sowie der Stokes-Operator definiert. Die Resolventenabschétzun-
gen zeigen, daf} die Stokes-Operatoren Erzeuger analytischer Halbgruppen sind.

Man erhilt die Existenz und Eindeutigkeit der Stokes-Gleichungen in Offnungsgebieten,
falls man eine der beiden zusétzlichen Randbedingungen vorschreibt.

Anschliefilend wird die Existenz und Eindeutigkeit der entsprechenden Navier-Stokes-
Gleichungen untersucht. Allerdings kann nur die lokale Existenz in der Zeit bewie-
sen werden, aufler die vorgegebenen Daten sind hinreichend klein. Die Konstruktion
schwacher Losungen liefert globale Resultate; jedoch kann die Eindeutigkeit nicht mehr
garantiert werden. Allerdings 148t sich der Eindeutigkeitssatz von Serrin auch auf Off-
nungsgebiete iibertragen.

Auflerdem werden in dieser Arbeit noch weitere Regularitétseigenschaften bewiesen: Es
wird gezeigt, daf} die Losungen der Stokes-Gleichungen im wesentlichen so regulér sind,
wie die Daten es zulassen. Auflerdem wird den schwachen Losungen ein Druck zugeord-
net und dessen Regularitit untersucht. Hierbei benttigt man ganz wesentlich die zuvor
definierten gebrochenen Potenzen des Stokes-Operators, sowie die Resultate iiber de-
ren Definitionsbereich. Weiterhin werden L9-L"-Abschitzungen der Stokes-Halbgruppe
angegeben. Zum Schlufl wird das Abklingverhalten der Losungen in der Zeit untersucht.



