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Zusammenfassung

Bereits im frühen 20. Jahrhundert untersuchte Ernst Witt symmetrische und antisymme-
trische Bilinearformen auf Vektorräumen, deren Klassifizierung schließlich zur Definition
der Wittgruppe über einem Körper führte. Erst wesentlich später definierte Balmer deri-
vierte Wittgruppen von Schemata, welche nun auch in verschiedenen Graden und Twists
auftreten. Dies motiviert die totale Wittgruppe eines Schemas,

Wtot(X) =
⊕

i∈Z/4

⊕
L∈Pic(X)/2

Wi(X, L), (1)

in welcher die für Körper bereits bekannte Wittgruppe im Grad Null und trivialem Twist
auftritt, d.h. W(X) = W0(X, OX) für X = Spec(k). Seitdem wurden viele Methoden für
die Berechnung der Wittgruppen entwickelt, wie zum Beispiel die lange exakte Lokali-
sierungssequenz von Balmer ([Bal00]).

Maximale isotrope Grassmannbündel parametrisieren die bezüglich einer gegebenen
symmetrischen oder antisymmetrischen Bilinearform isotropen Unterbündel maximalen
Rangs eines fixierten Vektorbündels und die Berechnung deren Wittgruppen ist das Ziel
dieser Arbeit. Den Fall gewöhnlicher Grassmannschen haben Balmer und Calmès bereits
behandelt ([BC12a]), indem sie die Randabbildung der Lokalisierungssequenz untersucht
haben. Es stellte sich heraus, dass die totale Wittgruppe mithilfe gerader Young-Diagramme
beschrieben werden kann und, dass sogar die Grade und Twists an den Diagrammen
direkt abgelesen werden können.

Auch wenn diese Methode auf keinen der beiden zu untersuchenden Fälle uneinge-
schränkt übertragen werden kann, beweisen wir ein analoges Resultat über die totale
Wittgruppe, diesmal mithilfe gerader und fast gerader versetzter Young-Diagramme. Aller-
dings fällt die Aussage im antisymmetrischen Fall etwas schwächer aus, da hier keine
explizite Basis angegeben werden kann.

Das Vorgehen von Balmer-Calmès kann auch direkt auf Quadriken angewandt wer-
den. Daher führt diese Arbeit zur vollständigen Beschreibung der Wittgruppen von Klas-
sen homogener Varietäten gewöhnlichen Lie-Typs, welche als minuscule und cominuscule
bezeichnet werden. Es ist wahrscheinlich, dass auch für die beiden exzeptionellen (co-
)minuscule Varietäten, nämlich die Cayley-Ebene sowie die Freudenthal-Varietät, eine
Beschreibung der Wittgruppen durch spezielle Young-Diagramme möglich ist, was zum
jetzigen Zeitpunkt jedoch unklar ist.





Abstract

Named after Ernst Witt, Witt groups were first introduced for fields in the earlier 20th
century to classify symmetric and or antisymmetric bilinear forms over them. Much
later, Balmer introduced derived Witt groups of schemes ([Bal99]), including shifted and
twisted Witt groups. This yields the notion of the total Witt group of a scheme X,

Wtot(X) =
⊕

i∈Z/4

⊕
L∈Pic(X)/2

Wi(X, L), (2)

which includes the well-known Witt group W(X) = W0(X, OX) for a field X = Spec(k).
Since then, many strong tools for the computation of Witt groups have been developed,
such as the long exact localization sequence by Balmer [Bal00].

The goal of this work is to compute the Witt groups of maximal isotropic Grassmann
bundles, that is, schemes parametrizing subbundles of maximal rank of a fixed vector
bundle which are isotropic with respect to a given symmetric or antisymmetric bilinear
form. The case of non-isotropic Grassmannians has been accomplished by Balmer and
Calmès ([BC12a]) by investigating the boundary map in the localization long exact se-
quence of Witt groups. It turns out that the total Witt group (2) is indexed by even Young
diagrams and the twists and shifts can easily be read off the tableaux.

Although the ordinary approach cannot be applied entirely to neither of the isotropic
cases, we manage to describe the total Witt group in these cases by using even and almost
even shifted Young diagrams. At this point we remark that the result for the antisymmetric
case is weaker in the sense that no explicit basis has been computed.

It is known that the same procedure can be applied to quadrics. Hence, this thesis will
lead to a complete description of the Witt groups of minuscule and cominuscule homoge-
neous varieties of ordinary Lie types. We believe, that similar results can be obtained for
the Cayley plane and the Freudenthal variety, the only exceptional minuscule varieties,
but this remains open.
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