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dsThis thesis deals with mathematical modeling, analysis, and numerical rea-

lization of microaggregates in soils. These microaggregates have the size 
of a few hundred micrometers and can be understood as the fundamen-
tal building units of soil. Thus, understanding their dynamically evolving, 
three-dimensional structure is crucial for modeling and interpreting many 
soil parameters such as diffusivities and flow paths that come into play in 
CO²-sequestration or oil recovery scenarios.

Moreover, effects and knowledge deduced from the model are transfered to 
scales which are more relevant for applications. The quality of these ave-
raged models is of general interest, since simulations for the field-scale that 
resolve the pore-scale are not applicable for economical reasons. Thus, 
this book compares parameterizations of diffusivities with mathematically 
rigorous results and gives suggestions to improve the formulas that can be 
found in the literature.

Last but not least, it is imperative to apply a proper numerical method to 
implement the model in silico. The local discontinuous Galerkin (LDG) 
method seems to be suitable for this task, since it is locally mass-conserva-
tive and is stable for discontinuous data - that might, for example, originate 
from the discrete movement of the geometry or from the sharp boundaries 
between the different phases. Additionally, this method has no problems 
with complicated transfer conditions. These aspects are demonstrated in 
a mathematically rigorous way, and the method is improved upon by red-
ucing the linear system of equations resulting from the discretization. This 
is a real enhancement, since it does not diminish the order of convergence 
but decreases the computational costs.



Simulating Structure Formation in
Soils across Scales using

Discontinuous Galerkin Methods

Simulation von Strukturbildung im Boden auf unterschiedlichen

Skalen mithilfe unstetiger Galerkin–Verfahren

Der Naturwissenschaftlichen Fakultät

der Friedrich–Alexander–Universität

Erlangen–Nürnberg

zur

Erlangung des Doktorgrades Dr. rer. nat.

vorgelegt von

Andreas Rupp

aus Roth (Mittelfranken)



Als Dissertation genehmigt von der Naturwissenschaftlichen Fakultät

der Friedrich–Alexander–Universität Erlangen–Nürnberg

Tag der mündlichen Prüfung: 20. Mai 2019

Vorsitzender des Promotionsorgans: Prof. Dr. Georg Kreimer

Gutachter: Prof. Dr. Peter Knabner

Prof. Dr. Albert J. Valocchi

Prof. Dr. Alexandre Ern



D 29 (Diss. Universität Erlangen-Nürnberg)

Shaker  Verlag
Düren  2019

Berichte aus der Mathematik

Andreas Rupp

Simulating Structure Formation in
Soils across Scales using

Discontinuous Galerkin Methods

Simulation von Strukturbildung im Boden auf unterschiedlichen
Skalen mithilfe unstetiger Galerkin–Verfahren



Bibliographic information published by the Deutsche Nationalbibliothek
The Deutsche Nationalbibliothek lists this publication in the Deutsche
Nationalbibliografie; detailed bibliographic data are available in the Internet at
http://dnb.d-nb.de.

Zugl.: Erlangen-Nürnberg, Univ., Diss., 2019

Copyright  Shaker  Verlag  2019
All rights reserved. No part of this publication may be reproduced, stored in a
retrieval system, or transmitted, in any form or by any means, electronic,
mechanical, photocopying, recording or otherwise, without the prior permission
of the publishers.

Printed in Germany.

ISBN 978-3-8440-6801-6
ISSN 0945-0882

Shaker  Verlag  GmbH  •  Am Langen Graben 15a  •  52353  Düren
Phone:  0049/2421/99011-0   •   Telefax:  0049/2421/99011-9
Internet: www.shaker.de   •   e-mail: info@shaker.de



Contents

Acknowledgement 13

Zusammenfassung (German) 15

1 Introduction 21

1.1 Objective of this work . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2 Outline of the thesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3 Previously published articles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2 Model for microaggregate development 27

2.1 Introduction and motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.2 Geometric setting and mathematical model . . . . . . . . . . . . . 31

2.2.1 Model parts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.2 Continuum model parts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2.3 Cellular automaton method . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2.4 Upscaling rules and model characteristics . . . . . . . . . . 51

2.3 Algorithm and implementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.4 Simulation scenarios and model evaluation . . . . . . . . . . . . . 55

2.4.1 Effects of biomass development on effective diffusion . . . 56

2.4.2 Effects of gluing agent dominated solid restructuring on
the effective diffusion tensor . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.4.3 Combined effects of biomass development, gluing agent,
and solid restructuring on the diffusion tensor . . . . . . . 61

2.4.4 Effects of the range of attraction . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.4.5 Effects of the shape of building units . . . . . . . . . . . . . 65

2.4.6 Effects of charges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.4.7 Effects of the electrostatic field in the solution . . . . . . . 67

2.4.8 Effects of Henry’s law and gas phase . . . . . . . . . . . . . 69

2.4.9 Hybrid multiscale model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.5 Conclusions and future prospects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.A Appendix: Long formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3



Contents

2.B Appendix: A local discontinuous Galerkin scheme for different
versions of the Nernst–Planck–Poisson equation . . . . . . . . . . 76

2.C Appendix: Nomenclature for modeling . . . . . . . . . . . . . . . 79

3 Predicting the diffusion in porous media 83

3.1 Introduction and motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.2 Well-established functional relations between hydrodynamic pa-
rameters and porosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.3 Mathematical models and bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.3.1 Standard upscaling results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.3.2 Special cases and analytical bounds . . . . . . . . . . . . . 88

3.4 Setting and numerical methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.5 Evaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

3.5.1 Evaluation of effective tensors over porosity . . . . . . . . 96

3.5.2 Evaluation of effective tensors over surface area . . . . . . 101

3.5.3 Remark on tortuosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.6 Conclusions and future prospects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4 Analysis of homogenization for discontinuous tensors 109

4.1 Motivation and formulation of the problem . . . . . . . . . . . . . 109

4.2 Analysis of the problem with countable jumps . . . . . . . . . . . 111

4.3 Temporal homogenization by asymptotic expansion . . . . . . . . 113

4.4 Conclusions and future prospects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5 Analysis of the discontinuous Galerkin method for Darcy’s equation 115

5.1 Introduction and motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.2 A local discontinuous Galerkin scheme for Darcy’s equation in-
cluding jump conditions and using different approximation spaces 119

5.2.1 Problem formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

5.2.2 Basic definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.2.3 Spatial discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.2.4 A collection of auxiliary definitions and results . . . . . . . 125

5.2.5 Stability of the method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

5.2.6 Convergence order estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5.2.7 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.3 An application of the LDG method with different approximation
spaces on non-linear advection–diffusion equations . . . . . . . . 138

5.3.1 Formulation of the LDG scheme . . . . . . . . . . . . . . . 139

5.3.2 Stability and error analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.3.3 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

4



Contents

5.4 A hybridizable LDG scheme for Darcy’s equation including jump
conditions and using different approximation spaces . . . . . . . 143
5.4.1 Spatial discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
5.4.2 Stability estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.4.3 Convergence order estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.4.4 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

5.5 Conclusions and future prospects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

6 Conclusions and future prospects 159

Bibliography 161

Index 177

5





List of figures

2.1 Domain Y, geometric structure, cell states — gas ( ), fluid ( ), bio
( ), solid ( ) — and prototypic representation of an inseparable
building unit A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Possible shapes of building units (size not to scale); from left to
right: Spherical, platy, or needle-like, and composites. Black and
white indicate equal charge for the composites. . . . . . . . . . . . 33

2.3 Stencil of size 0 ( ) , 1 ( ), 2 ( ), and 3 ( ) for the center cell B . . 46

2.4 Effects of charges in solid restructuring. Initial configuration with
potential movements to target cells (left) and consolidated config-
uration following the strongest attraction for each particle (right). 49

2.5 Reorganization of gas cells being tangent to solid cells. Left:
Favorable options (continuous arrows) leading to a loss of contact
to solid, and further options (dashed arrows) having the same
contact to solid. Right: The cells F , H , I performed a favorable
step, and G also moved (dashed step). G will repeatedly change
positions tangent to the solid (equally favorable, dashed steps)
until finally position K or L can be reached (by a favorable step). 50

2.6 CAM including the reorganization of the gas phase illustrating
its non-wetting property. Random initial configuration (left) and
final configuration (right) with black solid, white gas, and gray
fluid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.7 Evolution of biomass concentration cB and diffusion tensor D at
t0, t5 and t10 (from left to right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.8 Evolution of solid and diffusion tensor D; concentration of nutri-
ent cO2 (red/low to blue/high), solids are dark red; at t0, t5, and
t50 (from left to right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.9 Evolution of solid (black), diffusion tensor D, and eigenvalues λi
for domains Y consisting of 10× 10, 20× 20, 50× 50, and 100× 100
cells (from left to right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.10 Geometry of (black) solid leading to degenerated diffusion tensor. 59

7



List of figures

2.11 Initial distribution of nutrient concentration and solid (left), and
four quasi stationary states for different executions of the “U”
scenario. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.12 Histogram of large eigenvalue (dashed) and small eigenvalue
(dotted) for 100 executions of the “U” scenario. . . . . . . . . . . . 60

2.13 Eigenvalues of diffusion tensors for scenarios with different poros-
ity; evolution of small (dotted) and large eigenvalue (dashed);
eigenvalues at initial time (red) and after 50 time steps (blue). . . 61

2.14 Evolution of bacteria (top), biomass (middle), nutrient (bottom)
and solid (bottom, red); at t0, t3, and t50 (from left to right; note
the rescaling of the images). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.15 Self-organization depending on range of attraction: Left: Initial,
random configuration of single solid cells (black) with porosity
θ � 0.5; middle: quasi-stationary state with stencil 1, right: quasi-
stationary state with stencil 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.16 Self-organization depending on shape and size constraints: Left:
Initial random configuration with single solid cells (top) and
needles (bottom) in black with porosity θ � 0.5; right: quasi-
stationary states with a stencil of 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.17 Effects of charges in solid restructuring: Initial configuration for
both simulations, porosity θ � 0.8 (left), quasi stationary configu-
ration without charges (middle), and quasi stationary configura-
tion with randomly distributed charges dominating the restruc-
turing (right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.18 Interplay of ions in solution with charged solids: Initial config-
uration (first image) of solid (red), quasi stationary, final con-
figuration of charged solid in neutral solution (second), and fi-
nal configuration of charged solid in ionic solution (third image)
when heterogeneous reactions alter the total charges of solid cells’
edges. The zoom highlights charges on solid edges, the rainbow
scale corresponds to the surface concentrations. . . . . . . . . . . 68

2.19 Aerobic bacteria in fluid phase combined with solid restructuring
and gas reorganization: The scale depicts the concentration of a
nutrient. Thus, solid cells are red, fluid cells are violet to dark
blue, and gas cells are pale blue to white in the right picture. . . . 68

2.20 Evolution of macroscopic concentration at t1 (left), t50 (middle),
and t100 (right). The pictures have been generated with constant
initial tensor (top), evolving tensor (middle), and constant final
tensor (bottom). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2.21 Flow chart illustrating the processes of Table 2.1. . . . . . . . . . . 75

8



List of figures

3.1 Representative elementary volumes in 2D: Square, circle, rectan-
gles of type 1 with different but fixed height, rectangle of type 2,
ellipse, crosses of types 1 and 2, octagon, hexagon, and random
geometry. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.2 Representative elementary volume in 3D: Cube, sphere, 3D cross,
hexagonal prism, and random. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.3 Scalar representative
Dp
D0

over porosity for isotropic geometries
in 2D: Square, circle, cross (type 1 and 2), and octagon; Hashin–
Shtrikman bound θ

2−θ (exclusion of gray area); functional relations

θ3/2 (Marshall 1959) and θ2 (Buckingham 1904). . . . . . . . . . . 95

3.4 Scalar representative
Dp
D0

over porosity for isotropic geometries in

3D: Cube, sphere, and Hashin–Shtrikman bound θ
2−θ (exclusion

of gray area); functional relations θ4/3 (Millington–Quirk 1961),
θ3/2 (Marshall 1959), and θ2 (Buckingham 1904). . . . . . . . . . . 97

3.5 Scalar representative
Dp
D0

over porosity θ ∈ [0%, 50%] for isotropic
geometry sphere in 3D, our approximated polynomial from Ta-
ble 3.1, and the upper bound of Weissberg 2θ

2−ln(θ)θ (exclusion of

gray area); functional relations θ4/3 (Millington–Quirk 1961), and
θ3/2 (Marshall 1959). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.6 Left: Eigenvalues of DD0
over porosity for anisotropic geometries

in 2D: Rectangle type 1 (varying width but fixed height), rectangle
type 2, and ellipse (varying width and height). Right: Eigenvalues
of DD0

over porosity for (an-)isotropic geometries in 3D: Cross 3D
(with varying width) and hexagonal prism. . . . . . . . . . . . . . 99

3.7 Eigenvalues of DD0
over porosity for random geometries in 2D (left)

and 3D (right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.8 Unconsolidated random distribution (left) and related consoli-
dated distribution (right) of solid (white) and pore space (blue) at
a porosity of 45%. Note that although the porosity is equal, the
total surfaces and the upscaled diffusion tensors are different. . . 101

3.9 Frequency of eigenvalues for 100 executions of random scenarios
with porosity of 45% in 3D. Here, the red, blue, and violet graphs
depict the small, middle, and large eigenvalues of the homog-
enized diffusion tensors for random distributions, respectively.
The green, brown, and gray graphs depict the respective eigen-
values, after the porosity preserving CAM as described in [3] has
been executed. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.10 Porosity θ over total surface σ for isotropic geometries. . . . . . . 102

3.11 Scalar
Dp
D0

over total surface σ for isotropic geometries. . . . . . . 103

9



List of figures

3.12 Eigenvalues over total surface σ; each 100 executions of random
scenarios for porosities in intervals of 5% in 2D (left) and 3D
(right). Here, the red, blue, and violet graphs depict the small,
middle and large eigenvalues of the homogenized diffusion ten-
sors for random distributions, respectively. The green, brown,
and gray graphs depict the respective eigenvalues, after the poros-
ity preserving CAM as described in [3] has been executed. Black
graphs are examples for suitable approximations. . . . . . . . . . 104

3.13 Eigenvalues over total surface at porosity of 45% for random dis-
tributions of particles in 3D. Here, the red, blue, and violet graphs
depict the small, middle, and large eigenvalues of the homoge-
nized diffusion tensors for random distributions. . . . . . . . . . . 105

3.14 Top: Channel with increasing number of hills � (left) and triangles
(middle), respectively. Snail with increasing number of windings
(right). Bottom: Non-zero eigenvalues for horizontal diffusion
of DD0

over porosity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.1 Possible computational domain Ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
5.2 Solution for the nested rectangle problem (left panel): initial

condition (top), final states at T � 1 for P1 × Pd
1
× P1 (mid-

dle) and P2 × Pd
2
× P2 (bottom). Difference plots (right panel):

uh |P2×Pd
2
×P2

− uh |P1×Pd
1
×P1

(top), uh |P1×Pd
1
×P1

− uh |P1×Pd
0
×P1

(middle),

uh |P2×Pd
2
×P2

− uh |P2×Pd
1
×P2

(bottom). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

10



List of tables

2.1 Algorithm for the discrete–continuum model. . . . . . . . . . . . . 54
2.2 Model parts. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1 Quantitative relations of
Dp
D0

on porosity. Note that the ansatz

functions are
Dp
D0

� 0 for θ ≤ θ̂ and
Dp
D0

�

(
θ−θ̂
1−θ̂

) b
otherwise, where

θ̂ and b are given in the above table. Note that the coefficients
of random geometries are given in intervals (evaluated for 100
different random calculations) for the smallest eigenvalue. . . . . 100

3.2 Quantitative relations of
Dp
D0

or eigenvalues (EV) of DD0
on the total

surface σ. Note that the ansatz functions are 1 −
(
σ
σ̂

) b
. . . . . . . . 103

5.1 Convergence results for approximation by P0 − P0 elements. . . . 136
5.2 Convergence results for P1 − P1 and P1 − P0 approximations. . . 136
5.3 Convergence results for approximation by P1 − P2 elements. . . . 137
5.4 Convergence results for P2 − P2 and P2 − P1 approximations. . . 137
5.5 Convergence results for P0 − P0 approximation. . . . . . . . . . . 142
5.6 Convergence results for P1 − P0 and P1 − P1 approximations. . . 142
5.7 Convergence results for P2 − P1 and P2 − P2 approximations. . . 142
5.8 Errors and estimated orders of convergence (EOC) for constant

approximations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
5.9 Errors and estimated orders of convergence (EOC) for linear ap-

proximations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
5.10 Errors and estimated orders of convergence (EOC) for quadratic

approximations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

11





Acknowledgement

Finishing this thesis, I would like to express my sincere gratitude to people who
supported me during the time writing it.

First of all, I want to express my warmest gratitude to my doctoral advisor and
supervisor Prof. Dr. Peter Knabner for making it possible to execute this fascinat-
ing and diversified research as a member of his working group. Prof. Knabner
gave me a considerable amount of freedom to follow my own ideas and valuable
advice whenever needed. Moreover, he kept me on the right track by sharing
his opinion and encyclopedic knowledge about numerical schemes and their
relevance to numerous mathematical issues. His admirable ability to always ask
precise questions aiming at distinct problems allowed me to see many things
much faster and from different points of view and helped me to gain some of
the results presented in this thesis.

I also thank my colleague Dr. Nadja Ray for supporting me during the last
years and for several critical discussions bringing me forward in setting up a
model for the formation of microaggregates. She always supported me when
it came to validating the consistency of models and she helped me to improve
the structure of my work. I want to thank her for giving me insights to mathe-
matical correctness and proper ways to present mathematics. I appreciate her
supervision in the scope of the DFG RU 2179 “MAD Soil”.

In this context, I also want to thank Dr. Alexander Prechtel, who also was my
supervisor within the research unit and always found time to explain processes
within soils. Additionally, he managed and promoted the common work within
“MAD Soil” and took care of several minor and major issues within our working
group. I would like to express my esteem to his appeasing way of dealing with
critical issues and thankfulness for his constant help with computers.

To Dr. Vadym Aizinger goes special thanks for teaching me about discontin-
uous Galerkin methods and for many interesting and fruitful discussions about
these schemes and their variants. I would like to thank him for being coauthor
of several publications. Furthermore, I want to express my gratefulness for a
huge amount of given advice in the last years and for proofreading parts of this
thesis. I really admire his enthusiasm when it comes to new tasks and wish him
the very best in Bremerhaven.

13



Acknowledgement

Balthasar Reuter rendered outstanding services to all kinds of computer and
computational issues including making them work, helping me to deal with
programming questions and problems with numerical schemes. For this, I want
to thank him. His kind behavior always encouraged my colleagues and myself
to ask him for help much to often.

I am grateful to Jens Oberlander, Hubertus Grillmeier, Prof. Dr. Serge Kräutle,
Dr. Raphael Schulz, Dr. Stefan Metzger, Dr. Iryna Rybak, Dr. Philipp Wacker,
Dr. Ilja Kröker, Tobias Elbinger, Hennes Hajduk, and Prof. Dr. Wolfgang Borchers
for many fruitful discussions and a pleasant atmosphere at work. Special thanks
goes to Dr. Markus Gahn for interesting discussions about functional analysis
and running with me (especially after the second rupture of my crucial ligament).
In this context, a special thanks also goes to Jan Hodai.

I also want to show my gratitude to Prof. Dr. Florian Frank, who always offered
a helping hand. I want to thank Prof. Frank for teaching me about numerical
methods, for close collaboration, and for proofreading parts of this thesis.

Moreover, I appreciate Tim Roith for proofreading a part of this work and
running with me (especially after the third rupture of my crucial ligament).
Furthermore, I want to thank him, Markus Musch, Moritz Hauck, and Simon
Zech for the opportunity to co-supervise their Bachelor’s or Master’s theses.

A special thanks also goes to Astrid Bigott, Cornelia Weber, Regine Stirnweiß,
Monika Bittan, Gisela Jukl, and Sebastian Czop for their great work coordinating
the working group.

I would like to express my warmest gratitude to all my colleagues at the Chair
of Applied Mathematics I. It really was a pleasure to work in this excellent
working group, always finding an open door for discussions, participating at
social events, and having enjoyable breaks.

Prof. Dr. Clint Dawson and Prof. Dr. Jochen Schütz deserve my gratitude
for answering questions and convenient collaboration. In addition to this, I
want to thank the members of “MAD Soil” for several fruitful discussions;
especially I want to emphasize Prof. Dr. Kai Uwe Totsche, Dr. Stefan Dultz,
Prof. Dr. Dr. h.c. Ingrid Kögel-Knabner, Dr. Thomas Ritschel, and Tom Guhra. I
acknowledge funding provided by the DFG RU 2179 “MAD Soil – Microaggre-
gates: Formation and turnover of the structural building blocks of soils”.

I thank Prof. Dr. Albert J. Valocchi and Prof. Dr. Alexandre Ern for serving
as referees of this thesis, and Prof. Dr. Eberhard Bänsch and Prof. Dr. Martin
Burger for serving as referees in my oral examination.

All my dear friends who supported my professional and personal develop-
ment and kept me motivated deserve my deepest gratitude. Moreover, I would
like to thank my parents Susanne and Siegmund, my brother Felix and the rest
of my family for their continuous support and encouragement in so many ways.

14



Titel, Zusammenfassung und Aufbau

der Arbeit

Simulation von Strukturbildung im Boden auf
unterschiedlichen Skalen mithilfe unstetiger

Galerkin–Verfahren

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der mathematischen Modellierung, Ana-
lyse und numerischen Umsetzung von Mikroaggregaten im Boden, ihrer Ent-
stehung und den daran beteiligten Prozessen. Mikroaggregate haben die Größe
von einigen hundert Mikrometern und werden als elementare Bausteine des
Bodens betrachtet. Daher ist ein tiefes Verständnis ihrer evolvierenden, dreidi-
mensionalen Struktur die Grundlage für die Modellierung und Interpretation
der meisten Boden-Parameter wie zum Beispiel Diffusivitäten oder Fließwege
von Fluiden. Solche Parameter finden beispielsweise Anwendung bei der CO2-
Sequestrierung oder der Erdölförderung.

Im Einzelnen sollen folgende Aspekte der Genese von Mikroaggregaten in
ein mathematisches Modell integriert und untersucht werden: die räumlich
heterogene und zeitlich evolvierende Struktur von Mikroaggregaten und die
verschiedenen Prozesse, die schon innerhalb der sogenannten Mikroskala auf
unterschiedlichen Skalen stattfinden — sowohl zeitlich, wie auch örtlich. Ziel
der Arbeit ist also ein prozess-basiertes Porenskalenmodell bei dem alle chemi-
schen Spezies in Konzentrationen — also gemittelt — betrachtet werden. Dies
führt mathematisch auf ein kontinuierliches Modell für reaktiven Transport,
das vorwiegend durch partielle Differentialgleichungen mit algebraischen Ne-
benbedingungen beschrieben wird. Dieses kontinuierliche Modell ist auf einem
diskreten Gebiet definiert, das sich auch diskret — nach den Regeln eines zellu-
lären Automaten — bewegt. Die Regeln des zellulären Automaten beschreiben
hierbei die Restrukturierung der porösen Matrix, das Wachsen oder Absterben
von Biomasse, und die daraus resultierenden Geometrieveränderungen eines
benetzenden Fluids und einer Gasphase. Sie beinhalten des Weiteren auch sto-
chastische Effekte, die auf der Porenskala eine Rolle spielen.
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Zusammenfassung (German)

Darüber hinaus sollen Effekte der aus dem Modell gewonnenen Erkenntnisse
auf für Anwender relevantere Skalen übertragen werden. Die Qualitätsbeurtei-
lung entsprechender gemittelter Modelle für etwa die Feldskala ist von allge-
meinem Interesse, da Simulationen, welche die Geometrie der verschiedenen
Mikroaggregate auf der Mikroskala auflösen, unter ökonomischen Gesichts-
punkten nicht praktikabel sind. Deshalb werden in dieser Dissertation verschie-
dene Parametrisierungen für Diffusivitäten mit rigoros hergeleiteten Resultaten
verglichen und Vorschläge für Verbesserungen der Formeln gemacht, die in
einschlägiger Literatur zu finden sind.

Aus mathematischer Sicht resultiert ein Problem aus der Tatsache, dass sich
die Geometrie des Modells auf der Mikroskala diskret bewegt. Es stellt sich
die Frage, ob entsprechende gemittelte Größen auch wirklich in Modellen auf
anderen Skalen verwendet werden können oder ob deren Lösungen wiederum
durch den artifiziellen zeitlichen Sprung in den Parametern zu sehr verfälscht
werden. Auch dieser Aspekt wird im Folgenden behandelt und die Verlässlich-
keit gewonnener Parameter unterstrichen.

Zur Umsetzung des Modells in silico benötigt man ein geeignetes numerisches
Verfahren. Bestimmte unstetige Galerkin Methoden erweisen sich hierfür als gut
geeignet, da sie lokal massenerhaltend sind, mit unstetigen Daten — die sich
zum Beispiel aus einer Geometrieveränderung ergeben — gut umgehen können
und selbst bei komplizierten Übergangsbedingungen funktionieren. Dies wird
abschließend mathematisch rigoros gezeigt und die verwendeten Verfahren da-
hingehend modifiziert, dass das zu lösende lineare Gleichungssystem deutlich
reduziert wird. Dies setzt die Konvergenzordnung nicht herab und kann daher
als echte Verbesserung gesehen werden.

Aufbau der Arbeit nach Kapiteln

Zunächst wird in Kapitel 2 einführend erläutert, welche Bedeutung Mikroag-
gregate für den Boden haben, welche Hürden es bei ihrer Modellierung gibt
und welche Ansätze in dieser Arbeit verfolgt werden. Daneben wird das Zu-
sammenspiel zwischen der Modellierung von Prozessen im Boden und in vitro
Experimenten betont und auf einige Schwierigkeiten bildgebender Verfahren
verwiesen. Anschließend werden die verschiedenen Komponenten des behan-
delten Modells vorgestellt und ihr Verhalten beschrieben. Die numerische Um-
setzung des Modells sowie einige Beispielrechnungen, die das Verhalten ein-
zelner Modellkomponenten (isoliert und in Kombination) zeigen bilden den
Hauptteil dieses Abschnitts der vorliegenden Arbeit. Eine kurzer Ausblick so-
wie eine Zusammenschau der erzielten Ergebnisse runden das Kapitel ab.

Kapitel 3 behandelt die Homogenisierung von Diffusionsprozessen in porösen
Medien. Hier werden zunächst einige bekannte Formeln, die einen funktiona-
len Zusammenhang zwischen der Diffusivität und der Porosität eines porösen
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Mediums herstellen, verglichen. Danach werden diese Formeln mit mathema-
tisch rigorosen Ausdrücken für spezielle Mikrostrukturen in Beziehung gesetzt.
Im Anschluss werden die numerischen Methoden vorgestellt, mit denen Zu-
sammenhänge zwischen der Diffusion auf der einen Seite und der Porosität,
der Oberfläche der soliden Matrix und der Tortuosität auf der anderen Seite
hergestellt werden.

Kapitel 4 behandelt die Frage, ob es gerechtfertigt ist Tensoren — die aus
einem zeitlich diskreten Mikromodell abgeleitet sind — für ein zeitlich kon-
tinuierliches Makromodell zu verwenden. Hierzu wird zunächst ein Problem
untersucht, bei dem davon ausgegangen wird, dass höchstens abzählbar un-
endlich viele Sprünge auftreten. Obwohl dies der für unser Modell relevante
Fall ist wird weitergehend formal untersucht, ob man eine Formel finden kann,
die einen zeitlich oszillierenden Tensor homogenisiert (ähnlich wie sonst bei
örtlich oszillierenden Tensoren).

Die Untersuchung des verwendeten numerischen Verfahrens befindet sich
in Kapitel 5. Hier wird die „local discontinuous Galerkin“ Methode zunächst
auf eine partielle Differentialgleichung angewendet, die im Modell aus Kapi-
tel 2 vorkommt. Hierbei handelt es sich um eine Diffusionsgleichung mit einer
Sprungbedingung, wie sie zum Beispiel durch das Henry Gesetz beschrieben
wird. Es werden Stabilität und Konvergenz des Verfahrens für die eben beschrie-
bene Gleichung gezeigt und die Verwendung von Ansatzräumen mit verschie-
denen polynomiellen Ordnungen für die primäre und die sekundäre Variable
empfohlen, da diese analytisch und numerisch das gleiche Konvergenzverhalten
zeigen, aber den Rechenaufwand deutlich reduzieren. Die allgemeine Anwend-
barkeit dieser mathematischen Neuerung wird weiter durch die Anwendung
des Verfahrens auf die nicht-lineare Advektions–Diffusions–Gleichung gezeigt,
bei der ebenfalls eine Reduktion des Rechenaufwands bei gleichem Konver-
genzverhalten festgestellt wird. Zuletzt werden die erzielten Ergebnisse auf eine
hybridisierte Form des Verfahrens übertragen.

Die vorliegende Arbeit wird mit einigen Kommentaren und einem Ausblick
auf mögliche weitere Forschungsaspekte in Kapitel 6 geschlossen.
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