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”In general, complexity and precision bear an inverse relation to one an-

other in the sense that, as the complexity of a problem increases, the possibility

of analyzing it in precise terms diminishes. Thus it is a truism that the class

of problems which are susceptible of exact solution is much smaller than that

which can be solved approximately.”

— Lotfi A. Zadeh [Zadeh72]
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Kurzfassung

Die numerische Simulation hat sich zu einem wichtigen Bestandteil der Entwicklungsar-

beit in den Ingenieurswissenschaften aber auch in der Ingenieurspraxis entwickelt. Die

Simulationsergebnisse sind jedoch zumeist mit Unsicherheiten in Bezug auf deren Exak-

theit behaftet, da etwa vereinfachende Annahmen für das zu modellierende System getrof-

fen wurden oder dessen Modellparameter nicht exakt bekannt sind. Aus diesem Grund

werden Berechnungen in der Regel mit ausreichend hohen Sicherheitsfaktoren bewertet.

Sofern dieser Wert ausreichend konservativ gewählt wird, ergeben sich Sicherheitsreser-

ven, die eine einwandfreie Funktion des Systems sicherstellen, gleichzeitig bleiben jedoch

möglicherweise Potentiale ungenutzt und Resourcen werden verschwendet. Eine Aussage

über die tatsächlichen Auswirkungen der Unsicherheiten ist damit jedoch nicht möglich.

Um zu genaueren und aussagekräftigeren Ergebnissen zu gelangen und damit gerin-

gere Sicherheitsreserven vorhalten zu müssen, werden die Modelle immer weiter ver-

feinert. Ermöglicht durch weiterentwickelte Methoden, aber auch maßgeblich durch die

stetig zunehmende verfügbare Rechenleistung, nimmt die Komplexität der verwendeten

Modelle dadurch kontinuierlich zu. Die Güte der Simulationsergebnisse, d.h. deren

Übereinstimmung mit Messungen des realen Systems, verbessert sich jedoch sehr häufig

nicht in äquivalenter Weise. Die höhere Komplexität der Modelle erschwert nämlich zu-

gleich eine korrekte Parametrierung, sodass Unsicherheiten bezüglich des Modells immer

noch vorhanden sind. Wie sich diese Unsicherheiten jeweils auf die Vorhersagen der Mod-

elle auswirken bestimmt letztlich wie verlässlich die Simulationsergebnisse sind.

Um belastbare Aussagen über die Auswirkungen der Unsicherheiten auf die Vorher-

sagen machen zu können, müssen Unsicherheitsanalysen durchgeführt werden. Dies er-

fordert zunächst ein geeignetes Modell der Unsicherheiten auf dessen Basis dann die

entsprechenden Analysen durchgeführt werden können. Unsicherheiten die aus Verein-

fachungen oder unvollständigem Wissen über das System resultieren, werden als epis-

temisch bezeichnet. Diese grenzen sich von den sogenannten aleatorischen Unsicherheiten

ab, welche etwa durch zufällige Schwankungen charakterisiert sind. Eine tatsächlich

scharfe Trennung ist jedoch nicht immer möglich, da auch bei der Beschreibung von Zufall-

sprozessen zusätzliche Ungenauigkeiten durch Vereinfachung und nicht vollständig Bekan-

nte Verteilungen der beteiligten Größen auftreten können. Während Letztere durch die

Wahrscheinlichkeitstheorie beschrieben und mittels probabilistischer Verfahren analysiert

werden können, kommen für Erstere sinnvollerweise andere Verfahren zum Einsatz. Die

Möglichkeitstheorie (englisch possibility theory) ist eine geeignete Theorie zur Beschrei-

bung dieses unvollständigen Wissens, was sich oftmals aus vorhandenem Expertenwissen,

einer dünnen Datenlage oder einer Kombination der beiden ergibt.

Da gerade diese Art der epistemischen Unsicherheiten überaus häufig in ingenieurtech-

nischen Fragestellungen und im Besonderen in den frühen Entwicklungsstadien anzutref-
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fen sind, befasst sich diese Arbeit mit possibilistischen Methoden zur Unsicherheitsanal-

yse. Die hier vorgestellten und angewandten Methoden basieren auf fuzzy-arithmetischen

Konzepten. Das bedeutet, dass die Unsicherheiten der Modellparameter durch fuzzy-

wertige Größen abgebildet werden. Der Inhalt der Arbeit wird im Folgenden kurz zusam-

mengefasst, wobei zusätzlich zur Gliederung in Kapitel eine Grobgliederung in zwei Teile

zur Trennung von theoretischen und praktischen Überlegungen vorgenommen wurde.

Der erste Teil widmet sich den theoretischen Grundlagen zur Möglichkeitstheorie und zur

Fuzzy-Mengen-Theorie. Besonderes Augenmerk wurde hier auf die Verknüpfungen und

Unterschiede beider Theorien gelegt, um speziell auch eine Abgrenzung zur Probabilistik

zu ermöglichen. Begonnen wird mit der maßtheoretischen Betrachtung der Beschrei-

bung von Möglichkeit und Notwendigkeit von Ereignissen zur Bewertung und Weiterver-

arbeitung von unvollständigem Wissen. Damit ist eine Überführung des vorhandenen

Wissens in ein mathematisch, zunächst abstraktes Konstrukt verfügbar, welches jedoch

wichtig zum Verständnis der Eigenschaften von possibilistischen Methoden ist. Der Ver-

gleich mit unterschiedlichen Konzepten zur Beschreibung von Information und Unsicher-

heit kann in diesem maßtheoretischen Rahmen sinnvoll geführt werden.

Im anschließenden Abschnitt zur Fuzzy-Theorie werden zunächst die Fuzzy-Mengen und

Fuzzy-Funktionen traditionell eingeführt. Anschließend wird deren Eignung für eine quan-

titative Beschreibung von Möglichkeiten gezeigt und die erforderlichen Einschränkungen

beschrieben. Dazu werden die im vorherigen Kapitel präsentierten Konzepte auf Fuzzy-

Größen übertragen und die hierfür notwendigen Voraussetzungen diskutiert, sodass die

Unterschiede zwischen dem possibilistischen Unsicherheitsmodell und der Fuzzy-Theorie

deutlich werden.

Der zweite Teil beschäftigt sich mit generellen Herangehensweisen und numerischen Ver-

fahren zur Unsicherheitsanalyse dynamischer Systeme, die mittels possibilistischer Vari-

ablen parametriert sind. Der Fokus liegt hierbei auf dem Aufzeigen verschiedener grundle-

gender Strategien und deren praktischer Umsetzung. In einem ersten Schritt werden so-

genannte Fuzzy-Systeme eingeführt, welche als abstraktes Konzept zur vereinheitlichten

Darstellung von possibilistischen Unsicherheitsanalysen dynamischer Systeme verwendet

werden. Die Fuzzy-Systeme beschreiben das Übertragungsverhalten der Parameterun-

sicherheiten auf die Ausgangsgröße des dynamischen Systems, welches durch eine Funktion

in expliziter oder impliziter Form beschrieben werden kann. Für diese Klasse von Sys-

temen werden verschiedene Ausprägungen sowie die unterschiedlichen Problemstellungen

diskutiert. Diese umfassen das direkte Problem, das Sensitivitätsproblem und das inverse

Problem. Das direkte Problem stellt die Analyse des Übertragungspfades der Unsicher-

heiten dar. Das Sensitivitätsproblem dient zur Ermittlung der individuellen Einflüsse

der Parameterunsicherheiten auf die Ausgangsgröße. Das inverse Problem beschäftigt

sich schließlich mit der Schätzung der Modellparameter, wobei auf Basis von verfügbarer

Information über die Ausgangsgröße die Parameter in Verbindung mit den enthaltenen
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Unsicherheiten ermittelt werden sollen.

Ein wesentlicher Teil der Arbeit behandelt Strategien zur Behandlung des fuzzy-

arithmetischen Problems und damit dem possibilistischen direkten Problem, da dieses

letztlich den Kern zur Behandlung der weiteren Probleme bildet. Neben dem bereits

etablierten Verfahren basierend auf der α-Schnittzerlegung, das einige unterschiedliche

Realisierungen kennt, werden zwei neue Strategien eingeführt und hergeleitet, welche

eine jeweils andere Form der Diskretisierung der Fuzzy-Systeme verwenden. Bei dem α-

Schnittverfahren entstehen durch die Diskretisierung gewisse Einschränkungen, die durch

alternative Verfahren zum einen besser verstanden und zum anderen auch teilweise um-

gangen werden können. Die prinzipielle Anwendbarkeit und Effektivität der Strategien

und Methoden für die unterschiedlichen Ausprägungen der Fuzzy-Systeme wird dabei

stets berücksichtigt, weshalb die Verfahren jeweils für unterschiedliche Fälle gesondert

betrachtet werden. Die neu eingeführten Verfahren zeigen hierbei, dass für jede dieser

Ausprägungen andere Voraussetzungen an die Verfahren gestellt werden, weshalb sich

diese auch als jeweils unterschiedlich gut geeignet herausstellen. Sowohl das etablierte α-

Schnittverfahren als auch die neuen Verfahren offenbaren Stärken und Schwächen, wobei

letztere für gewisse Probleme überhaupt erst eine Lösung zulassen.

Durch das Loslösen von den zugrundeliegenden Verfahren zur Lösung von fuzzy-

arithmetischen Problemen und mit Anleihen an probabilistische Sensitivitäten, wird ein

konsistentes Sensitivitätsmaß für Fuzzy-Systeme eingeführt. Die Verbindung zu proba-

bilistischen Größen ist durch die maßtheoretischen Betrachtungen in Teil I und die dabei

gezeigten Gemeinsamkeiten gut begründet. Dieses Sensitivitätsmaß basiert auf einer Zer-

legung der dem Fuzzy-System zugehörigen Funktion, der sogenannten High-Dimensional

Model Representation, deren Verwandtschaft zu der Dünngitterstruktur eine numerisch

effiziente Umsetzung mittels Dünngitterverfahren erlaubt. Durch die zuvor eingeführten

unterschiedlichen Verfahren ist eine einfache Implementierung direkt möglich.

Der inhaltlich letzte Abschnitt der Arbeit beschäftigt sich mit dem inversen Prob-

lem, wobei weder die Vielzahl der vielen möglichen Umsetzungen von inversen Proble-

men noch eine detaillierte Ausarbeitung eines speziellen Problems die Zielstellung ist.

Dieser Abschnitt behandelt das Problem aufbauend auf den vorherigen Herleitungen und

Erläuterungen, sowohl aus Teil I, also den theoretischen Beschreibungen der Unsicher-

heiten in diesem Kontext, als auch aus Teil II, der sich mit den methodischen Fragestel-

lungen beschäftigt. Dazu werden die üblichen Fehler bei der Formulierung eines inversen

Problems und die entsprechenden Überlegungen für eine sinnvolle Umsetzung diskutiert.

Beispielhaft werden anschließend zwei bekannte Realisierungen eines fuzzy-wertigen in-

versen Problems skizziert und die Umsetzung mit den zuvor eingeführten Verfahren zur

Lösung des direkten und des Sensitivitätsproblems beschrieben. Dies soll vor allen Dingen

zeigen, dass die präsentierten Strategien und Methoden sowie die Einbeziehung der pos-

sibilistischen Grundlagen eine sinnvolle als auch effiziente Umsetzung erleichtern können.
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Insgesamt soll die vorliegende Arbeit einen neuen Blickwinkel auf possibilistische Un-

sicherheitsanalysen ermöglichen. Dazu werden die existierenden Theorien und Konzepte

neu eingeordnet und auf dieser Basis neue Methoden und Verfahren entwickelt, die die

Untersuchung verschiedener Problemstellungen erlaubt.
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Abstract

In the development process of new products, the engineer is always facing the issue that

there are uncertainties about particular aspects of the system. These uncertainties may

be classified into different models of uncertainties, either stemming from variability of

the modeling parameters or from a lack of knowledge about the true configuration of

the system. The latter type of uncertainties is known as epistemic uncertainties and is

present in every stage of development, but in particular in early stages, where decisions

based on numerical models shall be conducted. In order to completely characterize the

possible behavior of the system, given the available – but incomplete – information, an

uncertainty analysis has to be performed. Uncertainty analyses use an uncertainty model

in order to accumulate the available knowledge and to correctly specify the whole range

of possible outcomes of the respective analysis.

The incomplete knowledge is properly described by a possibilistic uncertainty model which

is described by possibility theory. The well-known fuzzy sets provide a mathematical

formulation of a possibilistic model, so that fuzzy arithmetical concepts can be applied

for the uncertainty analysis. In this thesis, diverse methods and concepts are developed

for various aspects of possibilistic uncertainty analysis.

As a starting point, an overview of possibility theory and its application to uncertainty

analysis is presented in the first part, where the fundamental concepts of possibility theory

and its proper description and quantification by fuzzy set theory is explained in detail.

Fuzzy arithmetical methods have often been used without reference to possibility theory,

which is however an important tool in order to draw well-founded conclusions from a fuzzy

arithmetical analysis. Therefore, this presentation shall provide important concepts for

uncertainty analysis of dynamical systems. The possibility theoretical treatment based

on measure theory also allows for a concise comparison to probability theory, which is

difficult to conduct in pure fuzzy arithmetical terms.

The second part of the thesis is devoted to the development of numerical methods for

different aspects of uncertainty analysis. Therefore, it begins with the introduction of

problems that arise when dynamical systems are parameterized using possibilistic vari-

ables. A representative class of systems is introduced that maps the uncertain model

parameters to the output quantities in an explicit or implicit fashion. This leads to the

definition of the three fundamental problems of uncertainty analysis, i.e. the direct prob-

lem, which is given by the calculation of the uncertainties of the output of a system given

the uncertainties of the model parameters, the sensitivity problem, where the influence of

each individual model parameter on the overall output uncertainty is to be determined,

and the inverse problem, where the goal is to identify the model parameters including the

implied uncertainty on the correctness of the identification given some information on the

model behavior or output values.
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For each of these problems, strategies for their solution are derived, where the main

focus lies on concepts for the direct and the sensitivity problem. For the solution of such

systems, fuzzy arithmetical methods are used, where besides the well-known α-cut solution

method two additional numerical strategies are developed and presented. Throughout the

thesis, the intent is to demonstrate principal strategies that are applicable for a numerical

treatment of these problems, as this is a prerequisite for the application to more complex

dynamical systems. It will be seen that the different schemes have very distinct properties

and are capable of outperforming the α-cut schemes in specific use cases. Still, the α-

cut scheme has its own advantages. The explicit reference to possibility theory helps to

properly derive the methods and to provide deliberate conclusions of the results.

Similarly, the possibility theoretical considerations and the explained differences and con-

nections to probability theory subsequently allow for a clean and comprehensible develop-

ment of a sensitivity analysis approach for the introduced class of systems. In addition, a

numerically efficient implementation on the basis of sparse-grid methods and the solution

procedures of the previous chapter for the involved solution of a fuzzy system is explained.

The determination of sensitivities is a crucial part of uncertainty analysis, as the infor-

mation of the individual influences of the parameters and their uncertainties is vital for

the comprehension of the model and for the further development and investigation of the

system.

The last topical chapter treats inverse problems by using existing ideas for the definition

of identification problems in order to illustrate how the developed methods for the direct

and the sensitivity problem may be applied for this purpose. The focus is laid on the

explanation of principle concepts for inverse problems, elucidating on common pitfalls in

the design of such methods. There is not one, but many different realizations of inverse

problems, depending on the information that is to be extracted from given output data.

At the core, however, most of the inverse problems require a solution of a direct problem,

so that proper methods are needed for their solution.

In summary, the thesis shall provide a different point of view on possibilistic uncertainty

analysis by, first, reviewing and recapitulating existing concepts in a concise and suitable

way in order to present them in a new perspective, and, second, developing new methods

for the different aspects of uncertainty analysis on that basis.


