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Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit beschäftigt sich mit der numerischen Behandlung linearer parabolischer partieller
Differentialgleichungen. Sie basiert auf einem von C. Schwab und R. Stevenson 2009 in [42] vorgestellten
Ansatz, in dem eine schwache Raum-Zeit-Formulierung des parabolischen Problemes gegeben und mit
einer geeigneten Wavelet-Basis äquivalent als unendlich-dimensionales lineares Gleichungssystem refor-
muliert wurde. Ausgehend von diesem Folgenraum-Problem wurde ein adaptives Verfahren zur Lösung
der assoziierten Operatorgleichung in asymptotisch optimaler Komplexität angegeben. Als Besonderheit
dieses neuartigen Ansatzes wird ein time-stepping vermieden, was ein völlig neues, vorteilhaftes Paradig-
ma für adaptive Methoden zeitabhängiger PDEs darstellt.

Die Arbeit behandelt die Untersuchung und Entwicklung des obigen Ansatzes in einem für Wavelet-
methoden elliptischer partieller Differentialgleichungen etablierten Rahmen. Dieser Rahmen beinhaltet
die Verwendung isotroper Tensorprodukt-Wavelet-Basen. Im Unterschied zu den in [42] benutzten ani-
sotropen Basen bieten diese eine Reihe theoretischer und praktischer Vorteile für die numerische Lösung
von Operatorgleichungen, auch wenn die zugehörige Theorie im Hinblick auf die verwendeten Funk-
tionenräume eine anisotrope Struktur aufweist. Insbesondere wurde somit die Möglichkeit gegeben, für
das hier behandelte Problem die von J. Vorloeper zu seiner Dissertation [48] 2009 an der RWTH Aa-
chen entwickelte AWM-Toolbox zu verwenden. Dieses ist derzeit das einzig verfügbare Programmpaket
zur Implementation adaptiver Waveletmethoden, mit dem zweidimensionale Probleme behandelt wer-
den können. Numerische Ergebnisse mit einer im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Weiterentwicklung
der AWM-Toolbox, die zudem eine in dieser Arbeit eingeführte Homogenisierung der ursprünglichen
Formulierung nutzen, bestätigen Konvergenzraten, die von der Theorie adaptiver Waveletmethoden für
elliptische Probleme her zu erwarten sind.

Aus theoretischer Sicht beinhaltet die Arbeit neben der Umformulierung des ursprünglichen Problemes
aus [42] zu einem homogenisierten Problem mit einer implementatorisch einfacheren Struktur weitere
Aspekte. Da schon bei der Formulierung des Problems vektorwertige Varianten der bekannten Sobolev-
Räume benötigt werden, werden zudem für die Theorie wichtige funktionalanalytische Aspekte, vor allem
zum Tensor-Produkt von Hilbert-Räumen, detailliert ausgearbeitet. Die dabei entstandene Darstellung
beruht auf mehreren Quellen und bildet einen abgeschlossenen ersten Teil der Arbeit. Als Ergänzung
dieses theoretischen Teils wird ein Resultat zum Tensorprodukt von Isometrien formuliert und bewiesen.

Im Hauptteil der Arbeit werden Algorithmen und Konzepte vorgestellt, die auf sogenannten Baum-
strukturierten Index-Mengen/Wavelet-Basen arbeiten. Diese Methoden bilden wichtige Bestandteile zur
adaptiven Lösung der fortan betrachteten Variante des ursprünglichen Problemes. Es werden grundle-
gende Konzepte zu Wavelet-Basen und Tensorierung ausgearbeitet sowie die heuristische Behandlung des
Problems mit isotropen Wavelets, insbesondere Konditionszahlen, diskutiert. Details zu den algorithmi-
schen Komponenten, allen voran eine auf [48] beruhende stückweise polynomielle Anwendung diskreter
Operatoren und die dazu benötigte Prediktion eines Baumes, werden ausgearbeitet. Im Anschluß wird ein
eigenes, adaptives Lösungsschema vorgestellt. Dieses Schema beinhaltet unter Anderem die Verwendung
eines restarted-GMRES Verfahrens, mit dem sich die aufwändigere Lösung der Normalengleichungen ver-
meiden lässt. Die mit der hier erstellten Erweiterung der AWM-Toolbox erzielten numerische Ergebnisse
zu mehreren Beispielproblemen bilden den Schlußteil der Arbeit; eine Dokumentation des Programmcodes
befindet sich im Anhang.

Die Arbeit ist in englischer Sprache verfasst, da Prof. Stevenson (Univ. Amsterdam) Zweitgutachter ist.
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