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Vorwort

Die Theorie der endlichen Korper ist ein fester Bestandteil der Algebra und findet ihre
Anwendungen insbesondere in der Kodierungstheorie sowie Kryptographie. Sie ist auch Teil
der diskreten Mathematik, meist im Zusammenhang mit lateinischen Quadraten und kombi-
natorischen Designs. Beschrinkt man sich auf den Korper F(2), welcher als kleinster Kérper
nur die beiden Elemente 0, 1 hat, so stellt sie die Grundlage der mathematischen Unter-
suchung von Schaltkreisen im weitesten Sinne dar.

Es lassen sich aber auch die linearen Systemtheorien der Charakteristik 0 auf endliche Kérper
ubertragen, was als deutlicher Hinweis auf eine vereinheitlichte Darstellung dieser auf den
ersten Blick sehr unterschiedlich erscheinenden Lager gelten kann. Der Vergleich von Gesetz-
miBigkeiten mathematischer Zusammenhinge der Charakteristik 0 und p bildet einen roten
Faden fiir das gesamte Buch, welcher auch den Untertitel begriindet. Verwendet werden aus-
nahmslos Lehrbiicher sowie eine Reihe von Arbeiten des Autors, die in den letzten 15 Jahren
in den Proceedings der Boole’schen Workshops verdffentlicht wurden. Auf diese gehen wir in
(fast) chronologischer Reihenfolge zunédchst ein, weil wir sie in den einzelnen Kapiteln zwar
angeben, aber nicht weiter erldutern.

Die Arbeiten [0], ..., [4] beschiftigen sich mit der Formulierung der linearen und weitgehend
zeitinvarianten Systemtheorie sowie der vollstindigen Losung der homogenen und autono-
men Gleichungen. Wihrend [0], ..., [3] ausschlieBlich der Charakteristik 2 verhaftet sind, ent-
hilt [4] erstmals eine Verallgemeinerung auf alle Primzahlen p > 2. Nur fur p = 2 sind auch
die Arbeiten [5], [8] formuliert, welche die Formulierung der Maxwell’schen Elektrodynamik
sowie der klassischen Mechanik zum Gegenstand haben. Verwendet wurden dabei eine Ver-
allgemeinerung der iiber F(2) bekannten Boole’schen numerischen Funktionen, die einem
von der Charakteristik 0 verschiedenen Differenzialkalkiil geniigen. Die Argumente dieser
Funktionen werden dabei als natiirliche Zahlen angenommen. Ubrigens ergibt sich trotzdem
fast véllige Ubereinstimmung mit den entsprechenden Theorien der Charakteristik 0.

[6], [7] beschiftigen sich mit der Einflihrung komplexer Zahlen iiber endlichen Koérpern mit
char p > 2 sowie deren Anwendung auf die Formulierung einer Quantenmechanik. Allerdings
ist die Darstellung der komplexen Zahlen noch unvollstindig und teilweise unbegriindet: Die
in spdteren Arbeiten verwendeten Begriffe zahlentheoretischer Zugang und algebraischer
Zugang zu komplexen Zahlen sowie quadratische Erweiterungskorper fehlen hier.

Komplexe Zahlen im Rahmen des zahlentheoretischen Zugangs sind Gegenstand von [9].
Die Untersuchung von Kegelschnitten findet man in [10]. Dabei werden fiir die verschiedenen
ungeraden Primzahlen die beiden Fille p* = 1 mod 4 (I) und p* = 3 mod 4 (II) unterschieden,
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welche uns durch das Buch begleiten werden. Reelle Funktionen wie Potenzen, Polynome und
insbesondere auch transzendente Funktionen, letztere auf geometrischer Basis definiert,
bilden den Inhalt von [11]. SchlieBlich ist in [12] eine reelle Analysis gegeben, bei der der
zwanglose Anschluss an die Charakteristik 0 gewonnen wird. Dieses wird durch die
Anfligung oder Setzung Ax = 0 erreicht, womit der Grenzwertbegriff vermieden wird.

Die Arbeiten [13], [14], enthalten abermals komplexe Zahlen, nun aber im Rahmen des
algebraischen Zugangs im Vergleich mit dem zahlentheoretischen Zugang sowie die Formu-
lierung des Fundamentalsatzes der Algebra. Die Arbeit [14] beschéftigt sich auf dieser Basis
mit Clifford-Algebren und Quaternionen, mit deren Hilfe dann die Dirac’sche Theorie in der
Charakteristik p > 2 abgebildet werden kann.

[15] enthdlt geometrische und analytische Eigenschaften komplexer transzendenter Funk-
tionen, wobei von einer komplexen Exponentialfunktion in der Gau’schen Ebene ausgegan-
gen wird. Die Struktur und Bedeutung dieser Funktionen wird dabei algebraisch durch die
Unter-suchung der Untergruppen der multiplikativen Gruppe des betreffenden Korpers sowie
deren Nebenklassen geklért.

[16] befasst sich mit den klassischen Lie-Gruppen und -Algebren und geht zundchst auf die
Definition einer Mannigfaltigkeit ein. Letztere bildet auch die Grundlage von [19], in der der
Differenzialformenkalkiil auf der Grundlage der Grassmann-Algebra behandelt wird. Ferner
wird in [17] die fir die klassischen Lie-Gruppen und -Algebren wichtige Matrixexponential-
funktion sowie ihre Umkehrung bereitgestellt. Dies gelingt auf der Grundlage des sogenann-
ten Ersatzpolynoms, welches aus der Charakteristik 0 iibertragen werden kann.

Unter Einfilhrung von Drehmatrizen wird in [18] die Struktur von Kugeln in einem beliebig
dimensionalen Raum gekldrt: So kann nicht nur die Zahl der Punkte dieser Kugeln angegeben
werden, sondern auch die in diesen Kugeln enthaltenen Kreise und die Zahl der
drehinvarianten Punkte. Als Nebenprodukt kennt man damit die Zahlen der Punkte (Vek-
toren) mit reellem, komplexem und verschwindendem Abstand vom Ursprung. Bei letzteren
handelt es sich um die den endlichen K&rpern eigentiimlichen isotropen Vektoren.

Ziel dieses kurzen Uberblicks ist es auch aufzuzeigen, dass die Entwicklung alles andere als
geradlinig verlaufen ist und nebenbei ihren Ausgangspunkt in der Systemtheorie hatte, sich
aber weiter auf die verschiedensten Disziplinen der Mathematik ausdehnte. Daraus ergibt sich
nun folgende Gliederung des Buches.

Kapitel 1 gibt algebraische und zahlentheoretische Grundlagen, um die benétigten Hilfsmittel
fir das Folgende bereitzustellen und auch Fachfremden einen moglichen Zugang zu
erleichtern. Kapitel 2 haben wir mit Algebraische Analysis tiberschrieben, denn die
behandelten Inhalte der Definition und Untersuchung algebraischer und in unserem Sinne
transzendenter Funktionen sind weit {iberwiegend algebraisch geprigt. Wir behandeln zu-
néchst komplexe Funktionen und gehen dann zum Spezialfall reeller Funktionen {iber. Die
bereits oben erwdhnte Anfligung Ax = 0 liefert dann einen zwanglosen Zugang zum
Differenzial- und Integralkalkiil, wie man ihn aus der Charakteristik 0 kennt. Die Abschnitte
iiber Folgen und Reihen sowie Funktionentheorie sind bisher in Proceedings noch nicht
veréffentlicht [20]. Uberhaupt fillt bei uns die starke Trennung von reeller Analysis und
Funktionentheorie schwicher aus, da es letztendlich eine Frage der Definition ist, ob ein
gerader Erweiterungskorper reell oder komplex ist.

Kapitel 3 enthdlt tradierte Inhalte der linearen Algebra, wie Vektoren, Matrizen, lineare
Gleichungssysteme, Eigenwertprobleme, Jordan’sche Normalform und die Matrixexponen-
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zialfunktion sowie deren Umkehrung und endet mit einem Abschnitt iiber Tensoralgebra und
-analysis. Dazu sei angemerkt, dass es in der Lehrbuchliteratur durchaus Beispiele gibt, bei
denen anstelle der Kérper R,C ganz allgemein von einem K -Vektorraum ausgegangen wird.
Dies findet regelméBig ein Ende, wenn es um komplexe Vektoren und Matrizen geht. Damit
ist auch hier ein Stiick der Vereinheitlichung geschaffen worden.

Kapitel 4 befasst sich mit Geometrie, d.h. mit Kegelschnitten, Kugeln und Hyperkugeln
weitgehend im Rahmen der euklidischen Geometrie und einem kleinen Abstecher in die
pseudo-euklidische Geometrie. Der Abschnitt tiber Spinoren dient als Beispiel fiir eine
symplektische Geometrie, der Abschnitt {iber Differenzialgeometrie befasst sich mit der
elementaren Kurven- und Fldchentheorie sowie einen Blick auf die innere Geometrie der
Flichen. Die letzten beiden Abschnitte sind ebenfalls noch nicht in Proceedings ver-
Offentlicht [21], [22].

Kapitel 5 enthélt zusammengefasst klassische Lie-Algebren und -Gruppen, Clifford-Algebren
und die Grassmann’sche Algebra sowie deren Anwendung auf den Differenzialformenkalkdil.

Kapitel 6 gibt die Anwendung endlicher Korper auf die lineare Systemtheorie, wobei wir
eingangs zum besseren Vergleich auf die entsprechenden Theorien in der Charakteristik 0 im
Kontinuumsfall und zeitdiskreten Fall eingehen. Fiir die Charakteristik p verweisen wir
beispiclsweise auf die Arbeiten von [Gdssel] und [Wunsch], bei denen auch der Verein-
heitlichungsgedanke eine Rolle spielt. Durch Transformation der Systemmatrix der Zustands-
gleichung auf Jordan-Form kann die Losungsstruktur des homogenen und autonomen Systems
vollstindig aufgeklirt und ebenfalls groBe Analogien zur Charakteristik 0 festgestellt werden.

SchlieBlich enthdlt Kapitel 7 die Formulierung physikalischer Theorien, ndmlich der
Mechanik, Elektrodynamik und Quantenmechanik jeweils im klassischen wie im speziell
relativistischen Fall.

Wir wenden uns nun einigen allgemeinen Aspekten dieses Buches zu. In den Kapiteln 1 bis 6
haben wir durchgehend von einer mathematischen Schreibart Gebrauch gemacht, d.h. wir
geben Definitionen, formulieren Sitze und beweisen diese, was aufgrund der Vielzahl von
Aussagen und festzulegenden Begriffen hochst sinnvoll erscheint. In Kapitel 7 sehen wir
davon ab, da es in der Physik eher nicht gebrduchlich ist. Alle Kapitel sind nunmehr
einheitlich fiir die Charakteristik p aufgeschrieben. Abgesehen von den bereits oben erwihn-
ten neu hinzugekommenen Abschnitten, haben sich zahlreiche Prézisierungen und kleinere
Erginzungen ergeben. Die Kapitel 2, 4, 6 enthalten dariiber hinaus eine Reihe von Abbil-
dungen, welche wir meist auf der Grundlage einer (von g!) der moglichen Anordnungen der
Zahlen endlicher Korper zeigen. Sie mdgen der Anschauung dienen, was einem gelernten
Physiker zugebilligt sei. Im Zusammenhang mit diesen Abbildungen gehen wir auch mit
elementaren Mitteln auf graphentheoretische Interpretationen ein.

Ferner stellen die Kapitel 6 und 7 fiir uns gewissermaflen Testfdlle dar: Es soll gezeigt
werden, dass wohlbekannte und prominente Theorien der Charakteristik 0 auch auf endlichen
Korpern formuliert werden konnen. Dies sagt nichts dariiber aus, ob beispielsweise eine
Theoretische Mechanik in der Charakteristik p physikalisch brauchbar ist. Andererseits liefern
die Maxwell’schen Gleichungen eine Begriindung transversaler Wellen, die flir sich
genommen durchaus interessante Untersuchungsobjekte darstellen kénnen. Und sicher gibt es
fiir eine derartige Quantenmechanik Beziige zum Quantum-Computing.

SchlieBlich sei angemerkt, dass die durchschnittliche Seitenzahl eines Kapitels ziemlich genau
70 betriagt. Demgegeniiber existieren fiir jedes Thema Lehrbiicher im Umfang von bis zu
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einigen hundert Seiten. So besehen kénnen und wollen wir in diesem ersten Schritt bei weitem
nicht alles, was in der Charakteristik 0 bekannt ist, auf endliche K&rper abbilden. Man denke
beispielsweise auch daran, dass wir das riesige Gebiet der Differenzialgleichungen hier an
manchen Stellen bestenfalls streifen.

Die Voraussetzungen zum Lesen des Buches sind vergleichsweise gering: Ab dem vierten,
spétestens dem fiinften Semester eines Bachelors der Mathematik/Physik, sind diese gegeben.
Vorlesungen iiber Analysis und Lineare Algebra sind Grundvorlesungen. Eine Reihe von
Dingen, wie beispielsweise Kreise und Kreisfunktionen sind aus der Schule bekannt, aller-
dings erscheinen sie hier in durchaus gewohnungsbediirftiger Weise. Das Buch kann aber
ohne weiteres auch von Theoretischen Physikern und theoretisch interessierten Ingenieuren
zur Hand genommen werden.

Zuletzt bedanke ich mich und zwar in ebenfalls in chronologischer Reihenfolge: Prof. Dr. D.
Bochmann riet mir, die Arbeiten [0] beim 4. Internationalen Workshop fiir Boole’sche
Probleme vorzustellen und ermunterte mich in der Folgezeit, dieses Thema weiterzubetreiben.
Prof. Dr. W. Borho verdanke ich die Beweisidee, die Jordan’sche Normalform zur Kldrung
der Losungsstruktur der homogenen Zustandsgleichungen der Systemtheorie zu verwenden.
Er brachte mich auch dazu, fortan meine Aussagen fiir alle Primzahlkdrper zu formulieren.
SchlieBlich bedanke ich mich bei Prof. Dr. B. Steinbach fiir seine GrofBziigigkeit, dass ich
meine Arbeiten in einer tiberwiegend Boole’schen Gemeinde vorstellen durfte. Ich danke ithm
auch fiir die mich bestirkende Frage beim letzten Workshop in 2012, ob es denn mdglich
wire, alle diese Arbeiten in systematischer Weise zusammenzufassen. Letzteres mdgen nun
Verlag und Leser entscheiden.

Braunschweig, im Frithjahr 2014

Wolf-Michael Wendler
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