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Einleitung

Die Betrachtung eines Bildes beginnt mit dem Erfassen des Bildes als Ganzes. Je mehr
Zeit ein Betrachter danach vor dem Bild verbringt, umso mehr Details wird er wahr-
nehmen, beginnend bei den Auffilligsten oder Markantesten bis hin zur Pinselfiih-
rung an bestimmten Objekten in der dargestellten Szene. Schriebe der Betrachter sei-
ne Beobachtungen in zeitlich korrekter Reihenfolge auf, so kénnte man durch Zerle-
gen des Textes und etwa die Betrachtung nur des hintersten Drittels, sich eben nur mit
den Details beschéftigen.

Der gleichen Philosophie folgt die seit Ende der 1980er Jahre in Arbeiten von Daube-
chies [12, 13], Meyer [37], Mallat [32, 33] und anderen entstandene Theorie der Wa-
velets auf der reellen Achse. Der Begriff selbst bezeichnet als Zusammensetzung des
englischen Wortes ,Wave* fiir Welle und der verniedlichenden, verkleinernden En-
dung ,lette” aus dem Franzosischen eben jene Betrachtung verschiedener Detailstu-
fen, den sogenannten Skalen. Dies entspricht verschiedenen Zeitintervallen des Be-
trachters aus dem ersten Abschnitt. Die grofie Verbreitung der Wavelets begriindet
sich in der Einfachheit des Frameworks der Multiskalen-Analyse und den daraus re-
sultierenden schnellen Algorithmen, die eine Wavelet-Zerlegung in O(n) Rechen-
schritten ermoglichen [33, Abschnitt 7.3.1]. In diesem Framework erzeugen die Trans-
late einer fiir jede Skale unterschiedlich gestreckten Skalierungsfunktion ineinander
geschachtelte Rdume, zu denen die Wavelets orthogonale Rdume ,zwischen” den Ska-
lierungsrdaumen aufspannen. Neben den Skalierungsrdumen mit ihrer Translations-
invarianz sind die wichtigsten Werkzeuge fiir den schnellen Algorithmus die Fourier-
Transformation und die Zwei-Skalen-Gleichungen, die den Zusammenhang zweier
aufeinanderfolgender Rdume beschreiben.

Neben den ,klassischen“ Wavelets auf der reellen Achse sind die periodischen Wave-
lets auf dem Kreis oder dem Intervall mit identifiziertem Rand definiert. Sie entstan-
den zunichst fiir die Betrachtung periodischer Funktionen durch die Periodisierung
der Wavelets aus dem letzten Abschnitt. Dabei wurden die Eigenschaften, wie etwa
die des translationsinvarianten Raumes, auf das Periodische iibertragen und spiter
periodische Wavelets direkt durch ihre Fourier-Koeffizienten definiert [8]. Die Algo-
rithmen zur periodischen Wavelet-Transformation lassen sich direkt in den Fourier-
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Koeflizienten beschreiben. Fiir diskrete Abtastungen der Funktion f entsteht so der
natiirliche Zusammenhang zur diskreten Fourier-Transformation. Auch hier bildet
die Multiskalen-Analyse den wichtigsten konstruktiven Zugang zur Definition von
Wavelets [39, 45, 50, 52]. Aufbauend auf einer periodischen Multiskalen-Analyse las-
sen sich beispielsweise Approximationsfehler studieren [53]. Fiir die klassischen und
die periodischen Wavelets ist der haufigste Fall, dass eine Skalierung um den Dilatati-
onsfaktor 2 verwendet wird, also auf jedem Level der Multiskalen-Analyse genau ein
Wavelet den Raum aufspannt, der das orthogonale Komplement eines Skalierungs-
raumes im nichstgrofleren Raum bildet. Dies wird auch als dyadische Multiskalen-
Analyse bezeichnet.

Ausgehend von den eindimensionalen Wavelets wurden bereits frith mehrdimensio-
nale Verallgemeinerungen, die Tensorprodukt-Wavelets, betrachtet [13, 37], bei denen
die Skalierungsfunktion im R als Produkt von eindimensionalen Skalierungsfunk-
tionen entsteht und die Translationen dann auf dem Gitter Z¢ betrachtet werden. Im
Periodischen wurde dies in [25, 46, 55] ebenso betrachtet, wobei in beiden Fillen fiir
die Verallgemeinerung der dyadischen Multiskalen-Analyse eine Dilatation mit der
Diagonalmatrix J = diag(2, .. .,2) gegeben ist. Dadurch entstehen in jeder Skale al-
lerdings 27 — 1 Rdume, die jeweils durch die Translate eines Wavelets erzeugt werden.
Diese Wavelets entstehen als Produkt eindimensionaler Wavelet- und Skalierungs-
funktionen.

Eine Verallgemeinerung des Tensorprodukt-Falles findet sich in [5, 7], wo anstelle des
Tensorprodukt-Gitters Muster betrachtet werden, welche durch eine allgemeine re-
guldre Matrix M € Z%*? entstehen und auf denen eine diskrete Fourier-Transforma-
tion definiert werden kann. Der Tensorprodukt-Fall findet sich hier in den Diagonal-
matrizen NE; wieder, welche lediglich ein und denselben ganzzahligen Wert auf der
Hauptdiagonalen besitzen. Auf Basis der Multiskalen-Analyse beziiglich einer Fol-
ge von Diagonalmatrizen werden Approximationseigenschaften des dazugehorigen
Wavelet-Systems untersucht. Dazu werden die Strang-Fix-Bedingungen in [25, 46]
ins Periodische iibertragen und damit eine Approximationsgiite fiir die betrachteten
Wavelet-Systeme angegeben, insbesondere auch fiir die Approximation von Funktio-
nen, die in verschiedene Richtungen jeweils ein unterschiedliches Abklingverhalten
in den Fourier-Koeffizienten besitzen.

Daraufaufbauend lassen sich Skalierungsraume einfiihren, die analog zum eindimen-
sionalen Dilatationsfaktor jeweils durch Dilatation mit einer festen Matrix M aus-
einander hervorgehen [34, 40]. Es ist jedoch im Mehrdimensionalen nicht mehr nur



durch den Dilatationsfaktor zwingend ein eindeutiger Zusammenhang zu den Rau-
men gegeben. In der Verallgemeinerung ergibt sich fiir Matrizen, deren Determinante
betragsmafiig identisch ist, die gleiche Skalierung um einen Faktor, wahrend sich die
Dilatationsrichtungen deutlich unterscheiden kénnen [29]. Dadurch ist durch einen
festen Dilatationsfaktor nicht mehr eindeutig beschrieben, mit welchen Dilatations-
matrizen die Skalierungsrdume geschachtelt sind.

Fiir Funktionen, die auf dem R¢ definiert sind, bilden Curvelets [15, 17] oder Shearlets
[11, 21, 22] anisotrope Wavelet-Systeme, d. h. die Konstruktion der Multiskalen-Ana-
lyse geht bei diesen Wavelets nicht aus der Tensorprodukt-Bildung eindimensionaler
Funktionen hervor. So bilden diese Systeme einen Ansatz, Richtungen in den Wave-
lets zu bevorzugen und damit gewisse richtungsbezogene Details auf einer Skale zu
beschreiben.

In dieser Arbeit werden zunichst in Kapitel 1 diejenigen Begriffe und Eigenschaften in
einer einheitlichen Notation und Begriffsbildung zusammengetragen, die als Grund-
lage der folgenden Kapitel benotigt werden. Ausgehend vom Muster (M) und der er-
zeugenden Menge G(M) einer reguliren ganzzahligen Matrix M fiihrt der Abschnitt
LI die Smith- und Musternormalform ein und schliefit mit einer Beschreibung aller
diskreten Untergruppen des Torus T. Neben den Réumen L,(T?) Lebesgue-integrier-
barer Funktionen und den Folgenrdumen /,(Z¢) fiihrt Abschnitt 1.2 Rdume ein, bei
denen die enthaltenen Funktionen ein richtungsbezogenes Abklingverhalten in ih-
ren Fourier-Koeffizienten besitzen und somit eine gewisse Glattheit aufweisen. Mit
Hilfe der diskreten Fourier-Transformation beziiglich des Musters einer Matrix aus
Abschnitt 1.3 definiert Abschnitt 1.4 translationsinvariante Rdume beziiglich Trans-
lation auf dem Muster und tréigt deren Eigenschaften im Lemma 1.23 zusammen. In
Abschnitt 1.5 dienen diese Rdume als Grundlage fiir die periodische, anisotrope Mul-
tiskalen-Analyse ({J;}1~0, {V;},;>0) und die dazugehérige Wavelet-Transformation
periodischer Funktionen. Fiir den Spezialfall einer dyadischen Multiskalen-Analyse
wird abschlieflend eine explizite Konstruktionsmethode der dazugehorigen Wavelets
vorgestellt.

Kapitel 2 betrachtet die Losbarkeit des Interpolations-Problems auf Mustern P(M)
und eine Verallgemeinerung der in [46] eingefiihrten periodischen Strang-Fix-Bedin-
gungen, die anisotropen Strang-Fix-Bedingungen. Mit diesen ist es moglich, die Ap-
proximationseigenschaften aus [55] aus dem Tensorprodukt-Fall auf allgemeine Ma-
trizen zu iibertragen. Dabei ergibt sich eine Fehlerabschitzung fiir die Interpolation,
welche die Glattheit des Fundamentalinterpolanten entlang verschiedener Richtun-
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genin Verbindung setzt mit dessen Interpolationsfehler fiir gewisse Funktionen f, die
ebenso einer gewissen Richtungsglattheit unterliegen.

Fiir die in den Abschnitten 1.3 und 1.5 eingefiihrte Fourier- und Wavelet-Transforma-
tion auf dem Muster bzw. in translationsinvarianten Rdumen beziiglich des Musters
beschreibt Kapitel 3 schnelle Algorithmen, die bereitsin [2] ver6ffentlicht wurden. Fiir
die Fourier-Transformation beziiglich einer Matrix M ldsst sich die Berechnung zu-
riickfiihren auf ein Kronecker-Produkt von eindimensionalen Fourier-Matrizen, das
von der Smith-Normalform abhidngt. Mit diesem Ansatz lasst sich die gleiche Kom-
plexitit wie bei der eindimensionalen diskreten Fourier-Transformation erreichen,
jedoch ldsst sich die multivariate diskrete Fourier-Transformation vielféltiger paral-
lelisieren. Fiir diesen schnellen Algorithmus ist eine gewisse Anordnung der Elemen-
te des Musters notwendig, die gleichzeitig Zyklen im Muster charakterisiert und sich
aufdie erzeugende Menge iibertragen lasst. Mit dieser Anordnung wird es aber ebenso
moglich, fiir die Wavelet-Transformation aus Abschnitt 1.5 einen schnellen Algorith-
mus anzugeben, der im Fourier-Bereich durchgefiihrt die gleiche Komplexitit besitzt
wie die oben genannte eindimensionale Wavelet-Transformation auf der reellen Ach-
se,d. h.lediglich linear von der Anzahl der Abtastpunkte abhangt, die in diesem mehr-
dimensionalen Szenario durch den Betrag der Determinante von M gegeben ist.

Kapitel 4 widmet sich einer wesentlichen Eigenschaft der Wavelets, der Lokalisierung.
Zunichst werden in diesem Kapitel die eindimensionalen de la Vallée Poussin-Mit-
tel eingefiihrt und so formuliert, dass sie mit einem Tensorprodukt-Ansatz selbst fiir
die Konstruktion einer Skalierungsfunktion beziiglich einer Matrix M genutzt wer-
den konnen. Diese als Motivation eingefiihrte Idee eignet sich jedoch nicht fiir Di-
latationsmatrizen, die mit Drehung oder Scherung nicht dieser Tensorprodukt-Idee
folgen. Der allgemeine Fall der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen in
Abschnitt 4.2 lasst beliebige Dilatationsmatrizen zu und erméglicht es zusétzlich, die
Fourier-Koeffizienten der Skalierungsfunktion aus der Abtastung einer beliebig glat-
ten Funktion g zu erhalten. Diese Konstruktion lésst sich direkt auf die Konstrukti-
on dyadischer Wavelets, den de la Vallée Poussin-artigen Wavelets, tibertragen, de-
ren Fourier-Koeffizienten ebenfalls als Abtastung einer Funktion entstehen, die in ih-
rer Glattheit mit der Funktion g tibereinstimmt. Mit diesen entsteht in dieser Arbeit
ein erstes periodisches Wavelet-System, das Scherungsmatrizen in der Folge der Dila-
tationsmatrizen einer Multiskalen-Analyse ermdglicht. Darauf aufbauend beschreibt
Abschnitt 4.4 einen schematischen Zugang fiir die Annéherung einer Richtung in der
sukzessiven Auswahl von Teilmustern ausgehend von einem beliebigen Muster. Das
Detail, das in dieser Richtung in den mehrdimensionalen Daten vorkommt, findet



sich dabei in einem Wavelet-Raum wieder. Diese Richtung kann beliebig genau an-
genihert werden. Illustriert wird dies an zwei Zerlegungen, deren Ausgangsfunktio-
nen Unstetigkeitsstellen in den Richtungsableitungen besitzen. Der Abschnitt 4.5 cha-
rakterisiert die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen und -Wavelets ab-
hingig von der Funktion ¢ dahingehend, wann fiir die Definition der Skalierungs-
funktion zum Level j nur endlich viele Dilatationsmatrizen fiir die dariiber liegenden
Rdume notwendig sind. Damit ist es in gewissen Fillen moglich, multivariate de la
Vallée Poussin-Mittel und -Wavelets anzugeben, also Funktionen, fiir deren Definiti-
on wie im Eindimensionalen lediglich die Dilatation zwischen zwei Skalierungsrau-
men notwendig ist.
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