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Titel, Zusammenfassung und Aufbau
der Arbeit

Kolloidaler Transport in Pordsen Medien
— Modellierung und Analysis

Zusammenfassung Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der mathemati-
schen Modellierung und Analyse von Flief- und Transportprozessen unter Beriick-
sichtigung (elektrischer) Wechselwirkungen in pordsen Medien. Im Einzelnen sollen
folgende Aspekte in ein mathematisches Modell integriert und untersucht werden:
Erstens die rédumlich heterogene Struktur des pordsen Mediums und zweitens die
Wechselwirkungen und das Zusammenspiel der physikochemischen Prozesse zwischen

Fluid, geladenen kolloidalen Partikeln sowie ihrem Transport und der Feststoffmatrix.

Ziel der Arbeit ist es, ein tieferes Verstdndnis der wesentlichen Aspekte und relevanten
physikalischen Prozesse zu erlangen, die auf unterschiedlichen rdumlichen Skalen Ein-
fluss auf die Kolloiddynamik in porésen Medien nehmen. Da die rdumliche Struktur
des stark heterogenen Mediums auf sinnvollen Raum- und Zeitskalen nicht exakt auf-
gelost werden kann, und damit direkte numerische Simulationen nicht méglich sind,
ist der Kernpunkt der Arbeit aussagekriftige mathematische Modelle fiir eine effektive

Beschreibung des Fliekverhaltens und der Transportprozesse abzuleiten.

Der Fokus dieser Arbeit liegt in weiten Teilen auf der Untersuchung von Effekten, die
aus elektrostatischen Wechselwirkungen resultieren, da diese sich in signifikanter Weise
auf den kolloidalen Transport auswirken. Desweiteren wird in der vorliegenden Arbeit
eine Modellerweiterung untersucht, die einer Verdnderungen in der Porositét Rechnung
tragt. Diese zieht wiederum eine Riickkopplung auf Flief- und Transportgeschehen mit

sich.



viii Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird zunéchst jeweils ein mathematisches Modell zur Be-
schreibung von Fliefs- und Transportprozessen sowohl auf der Porenskala als auch auf
makroskopischer Skala vorgestellt. Diese Modelle werden basierend auf Massen- und
Impulsbilanzen abgeleitet und fithren auf Systeme instationérer, nichtlinearer, voll
gekoppelter partieller Differentialgleichungen: Das instationédre Stokes-Nernst-Planck-
Poisson (SNPP) System und das instationdre Darcy-Nernst-Planck-Poisson (DNPP)
System. Zwingend notwendig fiir alle weiteren Untersuchungen ist eine mathematische
Analyse beider Systeme auf Existenz und Eindeutigkeit globaler schwacher Losun-
gen. Dazu wird ein Fixpunktansatz gewéhlt. Einen weiteren wesentlichen Schritt in
der Untersuchung beider Systeme stellt die Ableitung von L*-Abschétzungen fiir die
Anzahldichten geladener kolloidaler Partikel mittels Moser-Iteration dar.

Um ein numerisch rechenbares mathematisches Modell zu erhalten, wird im Anschluss
periodische Homogenisierung, oder genauer die Methode der Zweiskalenkonvergenz,
auf das SNPP System erfolgreich angewendet. Dazu wird der Skalenparameter € als
Verhiiltnis zwischen Porendurchmesser und Abmessung des pordsen Mediums defi-
niert und der Grenzwert verschwindender Mikrostruktur, d.h. € — 0, untersucht. Der
Skalenparameter € wird genutzt, um die verschiedenen (Transport-)Terme zu skalie-
ren, zu gewichten und miteinander in Beziehung zu setzen. Zwingend notwendig fiir die
Ableitung dquivalenter effektiver Modelle im Rahmen der Zweiskalenkonvergenz ist es,
dass e-unabhéngige a priori Abschétzungen gezeigt werden konnen. Effektive Koeffizi-
enten (Porositét, Permeabilititstensor und Diffusionstensor) werden mittels geeigneter
Zellprobleme definiert, da dies erlaubt Informationen in direkter Weise von der Poren-
skala auf die makroskopische Skala zu tibertragen. Schlieflich wird die Struktur der
Limesgleichungen in Abhéngigkeit der gewédhlten Skalierungen und fiir unterschiedliche

Randbedingungen diskutiert.

Dartiberhinaus wird in der vorliegenden Arbeit eine Erweiterung des Stokes-Nernst-
Planck Systems untersucht, um Wechselwirkungen und Reaktionen der kolloidalen
Partikel mit der Feststoffmatrix in das mathematische Modell zu integrieren. Damit
werden Porosititsveranderungen in das bestehende Modell einbezogen und Effekte
des Porenverschlusses sowie Riickkopplungen an Flief- und Transportgeschehen dis-
kutiert. Um wiederum eine dquivalente effektive Modellbeschreibung zu erhalten, wird
eine Erweiterung der Methode der formalen, asymptotischen Zweiskalenentwicklung
angewandt, die mittels Level Set Formulierung der zeitlich verédnderlichen fliissig-fest
Grenzfliche habhaft wird. Zeit- und ortsabhéingige Koeffizientenfunktionen sowie Zell-

probleme werden definiert und im radialsymmetrischen Fall explizit berechnet.



Zusammenfassung ix

Aufbau der Arbeit nach Kapiteln In Kapitel 1 der Arbeit wird die Bedeutung
von pordsen Medien und kolloidalen Partikeln in verschiedenen Anwendungsgebieten
sowie die Vorteile der mathematischen Modellierung fiir alle weitere Untersuchungen
diskutiert. Desweiteren werden die Kernfragen, die im Rahmen dieser Arbeit unter-

sucht werden, herausgestellt und erdrtert.

Im ersten Teil von Kapitel 2 wird zunéchst ein mathematisches Modell eingefiihrt,
welches das Fliekgeschehen und den Transport geladener kolloidaler Teilchen auf der
Porenskala beschreibt — das sogenannte Stokes-Nernst-Planck-Poisson (SNPP) Sys-
tem. Im Anschluss wird die zugehorige dimensionslose Form abgeleitet und Existenz
und Eindeutigkeit schwacher Losungen des Problems bewiesen. Dariiber hinaus wird
gezeigt, dass die Anzahldichten, die das SNPP System l6sen, physikalisch sinnvolle Gro-
Ken beschreiben, also nicht negativ und beschrénkt sind. Im zweiten Teil des Kapitels
wird ein effektives mathematisches Modell zur Beschreibung des Fliefsgeschehens und
des Transports kolloidaler Teilchen diskutiert - das Darcy-Nernst-Planck-Poisson Sys-
tem, welches mittels Moser-Iteration und dem Fixpunktsatz von Tihonov ebenfalls

analytisch untersucht wird.

In Kapitel 3 werden verschiedene Upscalingmethoden vorgestellt: Die Methode repra-
sentativer Elementarvolumen, die Methoden formaler asymptotischer Zweiskalenent-
wicklung und die Methode der Zweiskalenkonvergenz. Die beiden letzteren Methoden
werden im Rahmen dieser Arbeit genutzt, um effektive Modelle abzuleiten. Dieses
Kapitel wird mit einer mathematischen Beschreibung einer idealisierenden geome-
trischen Grundannahme und einem Literaturiiberblick iiber Arbeiten, die sich mit der
Homogenisierung des SNPP Systems und verwandter Systeme beschéftigt, beschlos-

sen.

Kapitel 4 und Kapitel 5 stellen den Hauptteil der vorliegenden Arbeit dar. In Kapi-
tel 4 wird die Methode der Zweiskalenkonvergenz auf das SNPP System angewandt.
Dazu wird das Problem mittels Skalenparameter ¢ in einem Mehrskalenkontext formu-
liert. Zunéchst werden a priori Abschitzungen gezeigt, die unabhingig von ¢ gelten.
Im Anschluss werden gemittelte effektive Modelle abgeleitet, zu denen geeignete Zell-
probleme und effektive Koeffizienten definiert werden. Im letzten Teil von Kapitel 4
verweisen wir auf einige numerische Ergebnisse, die die abgeleiteten theoretischen Re-

sultate unterstreichen.

Kapitel 5 beschiftigt sich mit einer Erweiterung des Stokes-Nernst-Planck Systems
und seiner Homogenisierung im Fall verdnderlicher Mikrostrukturen, genauer gesagt,

zeitlich verdnderlicher fliissig-fest Grenzflichen. Hierzu werden aus dem Prinzip der
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Massenerhaltung geeignete Randbedingungen auf der Grenzflache abgeleitet. Eine
Erweiterung der Methoden der formalen asymptotischen Zweiskalenentwicklung in
einer Level Set Beschreibung, siche [138], wird angewendet, um ein dquivalentes makro-
skopisches Modellproblem abzuleiten. Dieses Kapitel wird mit der Diskussion der effek-
tiven Koeffizienten, fir die Symmetriecigenschaft und (gleichméRige) positive Definit-
heit gezeigt werden, abgeschlossen. Im radialsymmetrischen Fall, d.h. insbesondere
fiir radialsymmetrisches Interaktionspotential, werden diese Koeffizienten numerisch

berechnet.

Die vorliegende Arbeit wird mit einigen Kommentaren und einem Ausblick auf mog-

liche weitere Forschungsaspekte in Kapitel 6 beschlossen.

Die folgenden Publikationen, bei denen N. Ray Hauptautor ist, enthalten Teile der in
dieser Arbeit dargestellten Ergebnisse: [55, 113, 111, 110, 112]. Die Koautoren C. Eck,
P. Knabner, A. Muntean und T. van Noorden haben im Rahmen ihrer Betreuungs-
tétigkeit von N. Ray zu diesen Arbeiten beigetragen. Der zweite Teil von Kapitel 2
beruht auf [55] wobei ein Druckfehler in der Abschéitzung der rechten Seite in der
Moseriteration hier korrigiert wird. Beide Autoren N. Ray und M. Herz haben zu glei-
chen Teilen zum Entstehen der Arbeit [55] beigetragen. Kapitel 4 ist eine Erweiterung
der Arbeiten [113, 110]. Insbesondere wird hier ein Druckfehler in der Skalierung der
Poincaré-Ungleichung in [113] korrigiert. Kapitel 5 nimmt die in [111, 112] dargestell-
ten Ergebnisse auf. F. Frank, der Koautor dieser Arbeit ist, triagt als insbesondere zu

den Simulationen des Mehrskalenszenarios bei, die in [112] gezeigt werden.
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Abstract

The scope of this thesis is the mathematical investigation and analysis of fluid flow and
transport processes in porous media. In detail, the following aspects will be examined
and incorporated in a mathematical model: 1) the heterogeneous spatial structure of
the porous medium and 2) the interplay and coupling of processes between fluid flow,

charged colloidal particles, their transport and the porous matrix.

The main aim of this thesis is to achieve a deeper understanding of the most significant
aspects and relevant physical processes, which influence the colloidal dynamics within
a porous medium on different spatial scales. Since the spatial structure of the highly
heterogeneous porous medium cannot be resolved exactly on reasonable spatial and
temporal scales; a direct numerical approach is unfeasible. For this reason, the main
focus of this thesis is on deriving meaningful mathematical models that describe fluid

flow and transport on a macroscopic, averaged scale.

Main parts of the work are concentrated on electric interactions, which significantly in-
fluence the transport of charged colloidal particles. Another question that is addressed
in this thesis is the extension to a mathematical model that is capable of changes in
porosity together with the back coupling to fluid flow and the change of transport

properties of the porous medium.

First of all, mathematical models are introduced in order to describe fluid flow and
transport processes on the pore-scale and on the macroscopic scale, respectively. Both
of the models are based on physical principles such as balance of mass and of momen-
tum and result in non-stationary, nonlinear, and fully coupled systems of partial dif-
ferential equations. These two systems are the Stokes-Nernst-Planck-Poisson (SNPP)
system and the Darcy-Nernst-Planck-Poisson (DNPP) system, respectively. For all
further investigations, it is essential to guarantee unique existence of weak solutions of
both mathematical models. To this end, a fixed point approach is applied and Moser’s
iteration technique is used in order to prove a L*-estimate for the number densities

of the charged colloidal particles.



xii Abstract

In order to derive the desired meaningful effective mathematical models, periodic
homogenization using the method of two-scale convergence is applied to the SNPP
system. For this purpose, a small scale parameter ¢ is introduced as ratio between the
pore diameter and the size of the porous medium. A scaling of the (transport) terms
with € is then performed and the limit of vanishing microstructure, i.e. £ — 0, is inves-
tigated. In the derivation of equivalent effective models in the framework of two-scale
convergence, it is essential to prove e-independent a priori estimates. Moreover, an
important step is to transfer information from the pore-scale to the macroscopic scale
in a direct way. To this end, effective coefficients such as permeability, diffusion tensor,
and porosity are defined by means of so-called cell problems. Finally, the structure of
the limit equations is discussed for different boundary conditions and variable choices

of scalings.

Finally, integrating the interaction and chemical reactions of the colloidal particles
with the porous matrix to the Stokes-Nernst-Planck system, the mathematical model
is extended in such a way that it captures changes in porosity, effects of pore clogging
and a back coupling to fluid flow. In order to derive again an effective model descrip-
tion, two-scale asymptotic expansion in a level set framework is applied to include
the evolving microstructure. Time and space dependent coefficient functions and cell

problems are defined and calculated explicitly in a radially symmetric setting.



