
Operator Triplets
In Applied Mathematics

A.A.Dorfmann
International Informatization Academy

May 3, 2013





Shaker  Verlag
Aachen  2013

Berichte aus der Mathematik

Alexander A. Dorfmann

Operator Triplets In Applied Mathematics

Integral Transforms and Fractional Integrals



Bibliographic information published by the Deutsche Nationalbibliothek
The Deutsche Nationalbibliothek lists this publication in the Deutsche
Nationalbibliografie; detailed bibliographic data are available in the Internet at
http://dnb.d-nb.de.

Copyright  Shaker  Verlag  2013
All rights reserved. No part of this publication may be reproduced, stored in a
retrieval system, or transmitted, in any form or by any means, electronic,
mechanical, photocopying, recording or otherwise, without the prior permission
of the publishers.

Printed in Germany.

ISBN 978-3-8440-1950-6
ISSN 0945-0882

Shaker  Verlag  GmbH  •  P.O. BOX 101818  •  D-52018  Aachen
Phone:  0049/2407/9596-0   •   Telefax:  0049/2407/9596-9
Internet: www.shaker.de   •   e-mail: info@shaker.de



Contents

0. Introduction 11

1. Integral transforms 13
1.1. Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.1. Orthogonality relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.2. Hardy-Titchmarsh relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2. Manifold of kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.1. Invariance of kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.2. Substitution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.3. Complementary kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3. Eigenfunction expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3.1. Spectral problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3.2. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4. Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4.1. Orthogonality relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4.2. Hardy-Titchmarsh relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.3. Manifold of kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4.4. Separation of derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2. Fractional integrals 27
2.1. Abel fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.1. Fractional integrals, Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.1.2. Kernels of fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2. Fractional integrals, Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.1. Kernels of fractional integrals Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3. Functional generalizations of fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3.1. Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3.2. Examples of functional generalizations . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3.3. Kernels of functional generalizations . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4. Sonin fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4.1. Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4.2. Kernels of Sonin fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.5. Erdelyi-Kober fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.5.1. Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3



Contents

2.5.2. Kernels of fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.6. Orthogonality relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.6.1. Invariance of kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3. Operator triplets 41
3.1. Product of integral operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1.1. Products of Abel kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.1.2. Product of Fourier and Hankel operators . . . . . . . . . . . . . . 44
3.1.3. Product of K/L and M/F operators . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2. Operator triplets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2.1. Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4. Triplets of integral transforms 53
4.1. Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.2. Left-sided fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.1. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2.2. Representations for kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.3. Right-sided fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.1. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.2. Representations for kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5. Fourier transforms with exponential kernels 59
5.1. Eigenfunction expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.1.1. Infinite interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.1.2. Finite interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.2. Triplet Fourier-Fourier-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.2.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.2.2. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.2.3. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.3. Triplet Fourier-Fourie-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.3.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.3.2. Discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6. Fourier transforms with trigonometric kernels 65
6.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.1.1. Generalised Fourier transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
6.2. Fourier-Hardy transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.2.1. Triplet Cos/Fourier-Hadry-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.2.2. Triplet Sin/Fourier-Hardy-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6.3. Fourier-Hankel transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6.3.1. Triplet Cos/Fourier-Hankel-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6.3.2. Triplet Cos/Fourier-g/Hankel-Sonin . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.4. Sin/Fourier-Titchmarsh transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.4.1. Triplet Sin/Fourier-Titchmarsh-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.4.2. Triplet Sin/Fourier-g/Titchmarsh-Sonin . . . . . . . . . . . . . . 75

4



Contents

7. Havelock transforms 79
7.1. Eigenfunction expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

7.1.1. Infinite interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
7.1.2. Finite interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

7.2. Fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
7.2.1. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
7.2.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7.3. Infinite interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
7.3.1. Kernels of transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
7.3.2. Triplet Havelock-Hardy-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
7.3.3. Triplet Havelock-Hankel/Titchmarsh-Abel-2 . . . . . . . . . . . . 85
7.3.4. Alternative representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

7.4. Finite interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
7.4.1. Kernels of transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
7.4.2. Triplet Havelock-discrete Hardy-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . 88
7.4.3. Triplet Havelock-g/Hankel-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

7.5. Special functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.5.1. Havelock functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.5.2. Fresnel integrals and trigonometric functions . . . . . . . . . . . 93
7.5.3. Errors functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
7.5.4. Combinations of cylindrical functions . . . . . . . . . . . . . . . 94
7.5.5. Incomplete cylindrical functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8. Mellin transform 97
8.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
8.2. Triplet Mellin-Mellin-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.2.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
8.2.2. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
8.2.3. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

8.3. Triplet Mellin-Mellin-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
8.3.1. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

9. Hankel transform 101
9.1. Eigenfunction expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

9.1.1. Generalised Hankel transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
9.2. Triplet Hankel-Fourier-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

9.2.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
9.2.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

9.3. Triplet Hankel-Hankel-Erdelyi/Kober . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
9.3.1. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
9.3.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
9.3.3. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
9.3.4. Spherical Bessel functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

9.4. Triplet Hankel-g/Hankel-g/Sonin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
9.4.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5



Contents

9.4.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
9.4.3. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
9.4.4. Spherical Bessel functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
9.4.5. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

10.Titchmarsh transform 109
10.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

10.1.1. Generalised transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
10.2. Triplet Titchmarsh-Fourier-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

10.2.1. Basic kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
10.2.2. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
10.2.3. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

10.3. Triplet G/Titchmarsh-g/Fourier-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
10.4. Triplet G/Titchmarsh-Fourier-Sonin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

10.4.1. Kernels of transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
10.4.2. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
10.4.3. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

11.Weber transform 115
11.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

11.1.1. Spectral problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
11.2. Triplet Weber-Weber-Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

11.2.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
11.2.2. The first discontinuous integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
11.2.3. The second discontinuous integral . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
11.2.4. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

12.Fourier-Bessel transform 121
12.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
12.2. Triplet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

12.2.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
12.2.2. The first discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
12.2.3. The second discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
12.2.4. Discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
12.2.5. Integral representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

13.Lebedev transforms 125
13.1. Kontorovich/Lebedev transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

13.1.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
13.2. Lebedev/Skalskaya-1 transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

13.2.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
13.3. Fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
13.4. Triplet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

13.4.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
13.4.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6



Contents

13.4.3. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
13.4.4. Special functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

14.Mehler/Fock and Lebedev/Skalskaya-2 transforms 129
14.1. Mehler/Fock transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

14.1.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
14.2. Lebedev/Skalskaya-2 transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

14.2.1. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
14.3. Triplet-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

14.3.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
14.3.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
14.3.3. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

14.4. Triplet-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
14.4.1. Fractional integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
14.4.2. Discontinuous integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
14.4.3. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

14.5. Spherical functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
14.5.1. Spherical functions of complex lower index . . . . . . . . . . . . 134
14.5.2. Real argument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
14.5.3. Imaginary argument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
14.5.4. Combinations of the spherical functions . . . . . . . . . . . . . . 135

15.Legendre transform 137
15.1. Legendre polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
15.2. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
15.3. Fourier transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
15.4. Fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
15.5. Triplet Legendre-Fourier-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

15.5.1. Kernels of transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
15.5.2. Discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

16.Laguerre transform 141
16.1. Laguerre polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
16.2. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

16.2.1. Spectral problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
16.2.2. Expansion formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

16.3. Triplet Laguerre-Laguerre-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
16.3.1. Expressions for kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
16.3.2. Discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
16.3.3. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

17.Jacobi transform 145
17.1. Jacobi polynomilas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
17.2. Eigenfunction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

17.2.1. Spectral problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

7



Contents

17.2.2. Expansion formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
17.3. Triplet Jacobi-Jacobi-Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

17.3.1. Basic kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
17.3.2. Associated kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
17.3.3. Discontinuous series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
17.3.4. Integral representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

18.Integral equations 149
18.1. Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
18.2. Operator factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
18.3. Fractional integrals Abel-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

18.3.1. Left-sided fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
18.3.2. Right-sided fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

18.4. Fractional integrals Abel-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
18.4.1. Left-sided FI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
18.4.2. Right-sided fractional integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

18.5. Non-symmetrical factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
18.5.1. Left-sided FI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
18.5.2. Right-sided FI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

18.6. Erdelyi-Kober operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
18.6.1. Left-sided FI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
18.6.2. Right-sided FI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

19.Dual integral equations 159
19.1. Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
19.2. Fredholm-2 equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

19.2.1. Reduction of the kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
19.3. DIE with Bessel kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

19.3.1. Fredholm-2 equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

A. Generalized functions 167
A.1. Delta function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
A.2. Heaviside function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

A.2.1. Definition of the Heaviside function . . . . . . . . . . . . . . . . 167
A.2.2. Properties of the Heaviside function . . . . . . . . . . . . . . . . 167

A.3. G.f. of power type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
A.3.1. Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
A.3.2. Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
A.3.3. Abel kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
A.3.4. Integrals involving G.f. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

B. Abel integral equation 171
B.1. Convolution integral equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
B.2. Abel integral equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
B.3. Reductions of kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

8



Contents

B.3.1. Direct fractional integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
B.3.2. Inverse fractional integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

9


