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Abstract

The topic of this work is the dynamic modeling and observation of polyhedral, grow-
ing crystals. This is motivated by the fact that besides size, shape is an important
product property for particulate materials in various industries. Due to the under-
lying anisotropic molecular crystal structure, growth proceeds at different rates in
different directions. Therefore, crystals assume a non-spherical, polyhedral, though,
under ideal conditions also a symmetric shape. The work at hand is essentially di-
vided into three major parts. At first, a system-theoretic framework is introduced and
applied to describe the evolution of single crystals and of crystal populations. In the
second part the extraction of shape information from suspension images is discussed.
This data is finally used to determine growth kinetics enabling the description of the
conducted experiments with the developed models.

It is shown that models decribing the development of a single crystal exhibit hy-
brid dynamics if the number of faces changes. In order to transfer this property to the
population level, the class of systems that can be captured with population balances
is widened to hybrid systems. Such systems are capable of performing switches in
their velocity field or jumps in their state space. It is pointed out that different crys-
tal morphologies exist in different parts of the state space, the so called morphology
cones. On the bounding elements of the morphology cone hybrid dynamics is in-
duced. It turns out that the morphology cones do not cover the whole state space and
thus the computational time for the solution of evolution equations is reduced.

The shape evolution modeling studies are then augmented by the development of a
crystal shape observation scheme. 3D shape descriptors of crystal populations cannot
be measured directly with current devices. Therefore, an image processing routine is
assembled that reduces 2D grayscale images of the crystal suspension so that individ-
ual particle projections are extracted. The estimation scheme to obtain the 3D shape is
validated against synthetic (in-silico) image data. It is shown that the time-dependent
shape distribution function of the synthetic images is reconstructed accurately. Also
growth kinetics that control the shape evolution can be extracted from the image data.
Since this is successfully tested on synthetic image data, the method is applied to ob-
serve the batch cooling crystallization of potassium dihydrogen phosphate. Two ex-
periments are used to determine the supersaturation-dependent, face-specific growth
rates. The obtained growth rates are cross-validated against the mass balance and in-
dependently conducted experiments.

Employing the developed techniques allows for a rigorous population balance mod-
eling of crystals taking polyhedral shape into account. On the basis of the image-
based crystal observation scheme, it is possible to determine face-specific growth
rates. The so equipped population balance model can be included in a process model
for crystallization and used to reproduce and predict the outcome of crystallization
experiments.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die dynamische Modellierung und Beobachtung
wachsender Kristallpolyeder. Da neben der Größe auch die Kristallform eine be-
deutende Produkteigenschaft darstellt, ist dieses Thema für Verständnis und Opti-
mierung von Kristallisationsprozessen relevant. Kristalle wachsen aufgrund ihrer
anisotropen molekularen Struktur in unterschiedlichen Richtungen mit verschiede-
nen Geschwindigkeiten. Daher nehmen sie eine nicht-sphärische, polyedrische, und
unter idealen Bedingungen dennoch symmetrische Form an. Die vorliegende Arbeit
gliedert sich in drei Teile. Zunächst werden systemtheoretische Methoden entwick-
elt, die zur Beschreibung der Entwicklung von Einzelkristallen und Kristallpopula-
tionen eingesetzt werden. Im zweiten Teil werden Methoden zur Gewinnung quan-
titativer Forminformationen aus Bildern von Kristallsuspensionen vorgestellt. Die so
extrahierten Daten werden dann zur Bestimmung von Wachstumskinetiken herange-
zogen, die die Beschreibung der durchgeführten Experimente mit Hilfe der entwick-
elten Modelle ermöglichen.

Es wird gezeigt, dass Modelle, die die Entwicklung eines einzelnen Kristalls be-
schreiben, hybride Dynamik aufweisen, wenn sich die Anzahl der wachsenden Flä-
chen ändert. Um die Dynamik auf die Populationsebene zu übertragen, wird die
Systemklasse, die mit populationsdynamischen Modellen beschrieben werden kann,
um hybride Systeme erweitert. Diese Systeme können instantane Änderungen im
Geschwindigkeitsfeld oder Sprünge innerhalb ihres Zustandsraumes aufweisen. Es
wird gezeigt, dass unterschiedliche Kristallmorphologien in verschiedenen konvexen,
polyedrischen Kegeln – den sogenannten Morphologiekegeln – des Zustandsraums
erzeugt werden und auf ihren begrenzenden Elementen hybride Dynamik erzeugt
wird. Die Morphologiekegel decken nicht den gesamten Zustandsraum ab, weshalb
das Rechengebiet zur Lösung von Evolultionsgleichungen signifikant reduziert und
die Simulation beschleunigt wird.

Die Untersuchungen zur Kristallformdynamik werden dann um einen Algorith-
mus zur Messung von Kristallformen erweitert. Die 3D Form kann für Kristallpop-
ulationen mit verfügbaren Mitteln nicht direkt gemessen werden. Daher wird eine
Bildverarbeitungsvorschrift entwickelt, die 2D Graustufenbilder einer Kristallsus-
pension so abstrahiert, dass Projektionen einzelner Kristalle extrahiert werden kön-
nen. Der Schätzalgorithmus zur Bestimmung der 3D Form wird gegen synthetische
Bilddaten getestet. Darüberhinaus werden die – die Formentwicklung kontrollieren-
den – Wachstumskinetiken extrahiert. Da die Methode für Testdaten gute Ergebnisse
liefert, wird sie zur Beobachtung einer Batch-Kühlungskristallisation von Kaliumdi-
hydrogenphosphat angewendet. Mit Hilfe von zwei Experimenten werden flächen-
spezifische Wachstumsraten in Abhängigkeit der Übersättigung bestimmt. Die ermit-
telten Wachstumsraten halten einer Vergleichsprüfung gegen die Massenbilanz und
unabhängigen Experimenten stand.

Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden erlauben eine rigorose populationsdy-
namische Modellierung polyedrischer Kristalle. Auf Basis der ausgearbeiteten Form-
schätzmethode ist es möglich, flächenspezifische Wachstumsraten aus Experimenten
zu bestimmen. Die damit parametrierte Populationbilanz kann in einem Prozess-
modell für Kristallisation genutzt werden, um den Verlauf von Experimenten zu
beschreiben und vorherzusagen.
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p̂ velocity direction vector of unit length
pj projection of crystal vertex
P perimeter m
P joint projection and rotation matrixP projection of S
r distance between centroid and boundary of the particle pro-

jection
m

r1 side-length of the quadratic pyramid’s base plane of KDP m
r2 distance between the pyramid’s apices of KDP m
ri component of r
r 3-D space coordinate
r vector of distances of the discretized boundary of the crystal

projection
m

R fixed region in Ω
Rj j-th Fourier coefficient
s surface function σ solved for xn
S fixed surface in Ω
S solidity
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S crystal polyhedron
t time s
tcross,k instant when k-th nucleation pivot leaves circle around hnuc

T temperature K
vj coordinates of j-th vertex m
vijk coordinates of Vijk m
V volume in property state space or physical spaceVijk vertex formed by faces ijk
wij,kl computed weights of the edge Eij,kl
w mass ratio between solute and solvent in fluid phase
x first component of x (coord. on proj. plane) m
x sample point
xi i-th component of teh property vector
x property vector
x coordinate on projection plane m
x′ vector with n − 1 components of the property vectorx
Ẋi i-th component of the velocity field in x-space
Ẋ velocity field in x-space
y second component of x (coord. on proj. plane) m
Yi i-th component of the environmental state vector
Y environmental state vector
z surface-intrinsic coordinate system in Σ
Ż velocity in surface coordinates

Greek Symbols

α angle
αj weight of j-th vertex
Γ spatial domain
δ Dirac delta
εnuc numerical parameter controlling the distance between nu-

cleation pivots
θ angle
θ Euler angle
μ vector of mean values
ν number of preliminary nodes
ρ density
σ indicator function defining Σ
σ standard deviation
Σ surface domain in property state space
λ weight
λ morphology index
Λ material control volume in state space
ξ jump function
φ Euler angle
ψ Euler angle
Ω domain in property state space
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Superscripts

T transpose
Σ quantity on Σ∅ disappearance of a face↷ transition to new edge-configuration< inequality (less than zero)
0 equality (equal zero)− quantity related to that part of the state space where σ < 0+ quantity related to that part of the state space where σ > 0

Subscripts

0 initial value{hkl} related to crystallographic forms {hkl}[hkl] related to crystallographic direction [hkl]
c centroid
cry crystal/crystalline
cry, pop crystal population
dis dissolved
est estimation/estimated value
H2O quantity related to water
i, j indices
j jump
KDP quantity related to KDP (potassium dihydrogen phosphate)
lut lookup table
mod model
nuc nucleation/nucleated particles
particles particles/all particles
P Projection
S related to surface S
sat saturation
sc scaled
seed quantity related to the seed crystals
ss steady state
true true value
x′ function given in x′-coordinates
z function given in z-coordinates
Λ quantity related to Λ
Σ quantity related to Σ
ψ vector of Euler angles∅ disappearance of a face


