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Vorwort

In Fortsetzung der , Einfiihrung in die Mathematik” [KrI] folgt nun als
weiterer Beitrag zum Jahr der Mathematik 2008 ein zweiter Band mit
den Grundlagen der Infinitesimalrechnung der Analysis. Dabei
werden nur wenige Kenntnisse der Algebra und Mengenlehre als
bekannt vorausgesetzt, die im ersten Band bereits behandelt wurden.

Die Hauptgebiete der Infinitesimalrechnung sind die historisch an
erster Stelle stehenden unendlichen Folgen und Reihen sowie die
Differenzial- und Integralrechnung, die bereits in Ansdtzen in der
Antike gefunden wurde. Die grofSe Zeit der Entdeckungen begann im
17. Jahrhundert und zog sich bis in die mathematisch glanzvolle Zeit
des 19. Jahrhundert hin. Ausléser der Untersuchungen waren meist
praktische Fragen. Dieser Teil der Infinitesimalrechnung hat
spétestens seit Entwicklung der elektronischen Computer etwas an
praktischer Bedeutung verloren, da Ableitungen und Integrale auch
von kompliziertesten Funktionen so genau wie gewtinscht numerisch
berechnet werden konnen. Dies gilt auch fiir Folgen und Reihen.
Geblieben ist die theoretische Bedeutung in der Mathematik.
Allerdings lehrt die Zahlentheorie, dass Ergebnisse und Formeln der
Infinitesimalrechnung in aller Regel nur Néherungen sind. Falls diese
in Beweisen als ganze Zahlen verwendet werden sollen, sind
besondere Uberlegungen erforderlich. Das gilt ganz besonders fiir die
Nullkonvergenz und die unendlichen Werte, die bedeuten, dass die
Ergebnisse beliebig ins Positive vergrofsert (+) oder ins Negative
verkleinert (-0) werden kénnen.

Als Quelle dieses Textes wurde insbesondere der Vorlesungszyklus
Hohere Mathematik Ia bis IV (Infinitesimalrechnung) von Herrn Prof.
Dr. Helmut Karzel an der Universitit Hamburg (meine
handschriftliche Mitschrift) verwendet. Weitere Einzelheiten wurden
aus den Lehrbiichern von Dieudonné [Dil], [Di2], den Formel-
sammlungen von Abramowitz-Stegun [AS], Bronstein-Semendjajew
[BS] sowie Ringleb [Ri] und zum Beispiel aus den bekannten Werken
von Courant [Co], Fichtenholz [Fi], Maak [Ma], Mangoldt-Knopp
[MK], Ostrowski [Os], Serret [Se], Smirnow [Sm] sowie Whittaker &
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Watson [WW] und daneben aus eigenen zahlentheoretischen
Untersuchungen entnommen (siehe Literaturverzeichnis am Ende des
Buchs).

Das Buch ist sprachlich und in der Verwendung der Symbolik so
geschrieben, dass es, zumindest im ersten Kapitel, gleichermafsen fiir
speziell interessierte Schiiler und Studenten der Mathematik, Natur-
wissenschaften, Ingenieur- oder Wirtschaftswissenschaften geeignet
ist. Es ist ein Kompromiss zwischen einem rein mathematischen und
einem rein anwendungsbezogenen Text; auch aus diesem Grund
wurden einfache und mehr formale Beweise iibergangen, die bei
Bedarf mehr oder weniger leicht selbst angefertigt oder nachgelesen
werden konnen. Der anwendungsorientierte Leser mag sich auf die
Ergebnisse und grundlegenden Lehrsitze sowie Methoden
konzentrieren. Der mehr theoretisch interessierte Leser wird alle
Grundlagen einer homogenen Theorie vorfinden. Die Zielsetzung fiir
alle Leser ist die, dass in tiiberschaubarer Weise eine moglichst
vollstindige und leicht wiederholbare Einfithrung in die Grundlagen
der Infinitesimalrechnung geboten wird; gelegentliche Wieder-
holungen erfolgen aus Griinden der Lesbarkeit. Das Buch ist auch
sicher keine Formelsammlung, deren Benutzung in der Praxis wegen
der Fiille der Formeln und Algorithmen erforderlich ist. Aber auch
dies sollte nach der Lektiire dieses Buchs leicht moglich sein.

Die Reihenfolge im Text ist themenbezogen. Falls der Leser zum
Beispiel vorerst nur an Funktionen mit einer unabhingigen
Verdanderlichen interessiert ist, moge er die Angaben fiir mehrere
Verédnderliche beziehungsweise erst spéter interessierende Themen
zundchst einfach iiberschlagen.

Der Inhalt wurde sorgféltig auf Fehler gepriift, die aber nicht génzlich
ausgeschlossen werden konnen. Eine Gewdéhrleistung oder Garantie
fur die Richtigkeit kann nicht {ibernommen werden. Ich bin fiir
entsprechende Hinweise oder Verbesserungsvorschlége dankbar.

8. April 2008 Uwe Kraeft



Allgemeine Symbole (Auswahl)

v fiir alle

3 es gibt

=, <, <> hieraus folgt (in den angegebenen Richtungen)
€ ist Element von (ist enthalten in)

& ist kein Element von (ist nicht enthalten in)

A={a,b,c} Beispiel einer Menge A mit den Elementen a, b und c
AcB A ist Teilmenge von B

A =M-A, Komplementdrmenge von A beziiglich M

I Indexmenge

y=£f(x) Funktion von x

gofl)  =g(t(x)

a, o, ... Elemente (... bedeutet und so weiter)
-a,al= 1 inverse Elemente
a
x| Absolutbetrag (positiver Wert falls x <0) einer Zahl x
m, n, ... meistnatiirliche Zahlen
N (N°)  Menge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... (N’ =Nu{0})
Z ganze Zahlen ...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...
Q Briiche oder rationale Zahlen % mitaeZ,beN
R reelle Zahlen, R*(-) positive reelle Zahlen mit Multiplikation
R* R -{0}

Q(R) rationale oder reelle Zahlen

{xeR;...} Menge aller reeller Zahlen x mit der Eigenschaft ...
[..],]..[  geschlossenes, offenes Intervall, ...

[a,b] geschlossenes Intervall a<x<b

a=o+if  =o+Pi komplexe Zahl mit

a (Realteil R(a)), B (Imagindrteil 3(a))e R, i2=-1
a*=a=o-if konjugiert(e) komplexe Zahl
a=o+if  =r(cos ¢ + i*sin @) in Polarkoordinaten;

r=a] Absolutbetrag von a oder Linge des Vektors r;

¢ heifst Argument arg(a), arg a oder Polarwinkel
C komplexe Zahlen
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Punkt mit den Koordinaten x,y,z
X

=|y |=(x,y,z) Vektor mit den Komponenten x,y,z
z

Betrag (Lénge) des Vektors r

* allgemeines Produkt, - reelles Produkt, e Skalarprodukt,
x Vektorprodukt, ,ab” Produkt nach Zusammenhang
gleich (identisch)

so nah wie gewiinscht, aber nicht gleich

ungefdhr, gerundet, kann fiir grofSe n angendhert werden
nicht gleich

kleiner, grofser

Verhiltnis oder gemeiner Bruch peZ, qeN,

p

q
=1-2-...-n

al___a@-1)@-2)*..»(a-b+1) Binomialkoeffizient
b!(a—Db)! b(b-1)(b—-2)*...x1
Folge von Zahlen oder Funktionen

1%

q

der echt |3-/<1 oder unecht |*-{>1 sein kann

=a;+ar+t ... +a, Reihe

unendliche Reihe

Funktionenreihe

Potenzreihe
Partialsumme einer Reihe

=ar*as* ... *a, Produkt



vii

ad — bc Determinante; auch fiir mehr Elemente

d

c d
an n-te Potenz von a (n Exponent)
an 1/an
al/m m-te Wurzel von a (zum Beispiel al/2=+/a)
av/m m-te Wurzel von a»
log, x Logarithmus zur Basis a mit x =a'°8a*
In x natiirlicher Logarithmus von x mit x=elnx
sin x trigonometrische Funktion Sinus
cos X trigonometrische Funktion Kosinus
tan x trigonometrische Funktion Tangens

limf(x) Grenzwert ,fiir x gegen a”

lim f(x) Grenzwert ,fiir x gegen a von rechts”
X—a+

lim f(x) Grenzwert ,fiir x gegen a von links”

Fo0 + unendlich, das heifst ohne Ende
fx)=f(w) Differenzenquotient
X—u
! df (X) 1 : (n) i
£'(x) =’ dx #0; f'(x) 1. Ableitung, {'"/(x) n-te Ableitung
X

If (x)dx  F(x)+c Integral, F(x) Stammfunktion, ¢ Konstante

B
J.f(x)dx =F(B)-F(a), o,p € U, bestimmtes Integral
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Spezielle Symbole in Kapitel 2 bis 16 (Auswahl):

sup(M)
inf(M)
Max(M)
Min(M)
d(x,y)
(M,d)
M=R"

xey
K(a,r)

Io<(a, r)
S(a,r)
d(A,B)
3(A)

o

A

Supremum von M, S. 54
Infimum von M, S. 54
Maximum von M, S. 54
Minimum von M, S. 54
Abstand oder Distanz, S. 59

ein metrischer Raum, S. 59
=RxRx...xR, der n-dimensionale reelle Raum, S. 59

= Z X;y; , das Skalarprodukt von Vektoren, S. 60

i=1
={xeM;d(x,a)<r}, ,Kugel”, a Zentrum, r Radius, S. 61
={x e M;d(x,a) <r}, offene ,Kugel”, S. 61
={x e M;d(x,a)=r}, Sphére, S. 61
=inf{d(a,b);ac A,beB},S. 62
=sup{d(x,y);x,y € A}, Durchmesser & # A c(M,d), S. 63
Menge aller offenen Mengen von M, S. 66
Menge aller abgeschlossenen Mengen von M, S. 66
Menge aller Umgebungen von a, S. 67
Fundamentalsystem von Umgebungen eines Punkts a e M

{x € A; A €U(x)}, das Innere einer Menge A, S. 68
={xeM;U, nA VU, eU(x)},abgeschlossene Hiille, S.68

= K das Auflere von A, S. 68
=ANA=Rd(A)eA, der Rand von A, S. 69
Norm eines Vektorraums, S. 81

Familie von Folgen, S. 89
Menge aller stetigen Abbildungen von Min V, S. 104
Menge aller beschrankten Abbildungen von Min V, S. 104

= lim(sup{x,,y;h >0}), der Limes superior, S. 105
= lim(inf{x,,}, ;h > 0}), der Limes inferior, S. 105
lineare Abbildungen von Vin W, S. 109
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Df

x(t)

S())
S(Z;)

b
jf(x)dx
b

J f(x)dx

[e(x)ds
K
c§ f(z)dz

ix

=——|.=DF;=F'2 (a), die j-te partielle Ableitung, S. 109
j a

Nabla Operator, S. 109

Funktionalmatrix, S. 110

Restglied der Taylorreihe, S. 131

(dxl dx2 .),S.146
dt  dt

= Z (x, —X,_1)-sup{f(x,_1),f(x,)}, die Obersumme, S. 157

= Z (x, —x,_1)-inf{f(x,_;),f(x,)} < §(Z]- ), die Untersumme
v=1

= inf{g(Zj );Z; Zerlegung von [a,b]}; das Oberintegral

=sup{S(Z,;); Z; Zerlegung von [a,b]}; das Unterintegral

t) dt, das Kurvenintegral, S. 159

j f(x(s))ds = jf (x())

Integration entlang einer geschlossene Kurve, S. 160

der Rand (mit Richtung) eines Rechtecks R, S. 161
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