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Zusammenfassung

Aperiodische Ordnung hat viele Facetten. 15 Jahre nach der Entdeckung der Quasikri-

stalle ist es heute o�ensichtlich, da� die verschiedenen physikalischen Eigenschaften von

aperiodisch { und auch periodisch { geordneten Festk�orpern durch ganz unterschiedliche

Aspekte der zugrundeliegenden strukturellen Ordnung bestimmt werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war es, mit exakten Methoden einen Beitrag zu leisten

zur Kl�arung dieses Wechselspiels zwischen der Struktur geordneter oder teilgeordneter

Festk�orper und ihren physikalischen Eigenschaften.

Die Ergebnisse lassen sich zwei Bereichen zuordnen. Sie umfassen zum einen die im er-

sten Kapitel vorgestellte Klassi�kation quasiperiodischer Muster nach ihren geometrischen

und Reskalierungs-Symmetrien. Zum anderen beinhalten sie eine ausf�uhrliche quantitative

Analyse des kritischen Skalenverhaltens aperiodischer Ising- und XY-Quantenketten (sowie

verwandter Modelle) im zweiten Teil der Arbeit.

Die Methoden, die zur Ableitung dieser Resultate verwendet wurden, sind die im er-

sten Kapitel vorgestellte Torusparametrisierung zur Symmetrie-Analyse quasiperiodischer

LI-Klassen und das im zweiten Teil entwickelte, im Niederenergielimes exakte Ortsraum-

Renormierungsverfahren f�ur die aperiodischen Spinketten. Die Renormierungsmethode

erlaubt neben der Behandlung aperiodischer Unordnung nicht zuletzt auch die exakte Dar-

stellung wichtiger Elemente aus der Theorie der Renormierungsgruppe f�ur ein Modell mit

einem nicht-trivialen Phasen�ubergang. Hierauf wurde bei ihrer Einf�uhrung im zweiten

Kapitel besonders R�ucksicht genommen.

Symmetrie-Eigenschaften. Die Klassi�kation von Symmetrien in aperiodischen Struk-

turen erfordert eine Erweiterung und leichte Abschw�achung der Symmetriebegri�e im Ver-

gleich zum kristallographischen Fall. Zur De�nition verallgemeinerter Symmetriegruppen

hat sich hier in der Vergangenheit eine Vergr�oberung in der Beschreibung aperiodischer

Muster durch den �Ubergang auf die jeweilige LI-Klasse physikalisch ununterscheidbarer

Strukturen als tragf�ahiges Konzept erwiesen. In der vorliegenden Arbeit haben wir diesen

Ansatz f�ur eine Erweiterung des Begri�s der Wycko�-Position verwendet, die im gitter-

periodischen Fall die symmetrischen Zentren innerhalb eines Kristalls beschreiben. F�ur

quasiperiodische Strukturen f�uhrt die vergr�oberte Beschreibung zu einer Klassi�kation der

Symmetrien lokaler Cluster mit beliebiger, aber endlicher Gr�o�e innerhalb der Muster. F�ur

alle (bis heute) in der Natur experimentell nachgewiesenen Formen quasiperiodischer Ord-

nung konnte diese Symmetrie-Analyse mit Hilfe der Torus-Parametrisierung vollst�andig
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durchgef�uhrt werden. Aus dem Ergebnis f�ur dreidimensionale Strukturen mit verallgemei-

nerter Ikosaedersymmetrie erkennt man unter anderem einen starken Anstieg in der Dichte

der ikosaedersymmetrischen Cluster f�ur die in der Natur bevorzugt realisierten Typen.

Magnetische Phasen�uberg�ange. Das zentrale Resultat des thermodynamischen Teils

der Arbeit in den Kapiteln 2 und 3 ist die exakte Ableitung des Harris-Luck-Relevanzkrite-

riums f�ur Ising- und XY-Quantenketten mit beliebigen (durch Substitution erzeugten)

Modulationen in der St�arke der Spin-Wechselwirkungen. Damit erfahren die heuristi-

schen Skalenargumente, die das Kriterium im allgemeinen Fall st�utzen, zumindest f�ur

zwei einfache Modellklassen eine exakte Best�atigung. Die quantitativen Resultate um-

fassen analytische Ausdr�ucke f�ur die kritischen Singularit�aten der Anregungsl�ucke, der

Ober�achenmagnetisierung bzw. der Ober�achen-Stringordnung sowie (unter Verwendung

eines Finite-Size-Scaling-Arguments) der Korrelationsl�ange.

Die entscheidende Gr�o�e zur Abgrenzung von Universalit�atsklassen ist der Fluktua-

tionsexponent !
�
der lokalen Verschiebungen �(j) des kritischen Punktes. Im Formalismus

der Renormierungsgruppe l�a�t sich �(j) als Funktion der lokalen Spin-Wechselwirkungen

identi�zieren. Wie im Rahmen des Harris-Luck-Kriteriums vorhergesagt, sind aperiodi-

sche Modulationen, die zu beschr�ankten Fluktuationen von �(j) f�uhren, irrelevant. Die

entsprechenden Modelle zeigen wie im periodischen Fall kritisches Skalenverhalten vom

Onsager-Typ und besitzen einen konform invarianten Kontinuumslimes. Unbeschr�ankte

Fluktuationen mit !
�
> 0 f�uhren dagegen zu einer Abschw�achung der kritischen Sin-

gularit�aten, speziell f�ur !� = 1=2 ist das Skalenverhalten zahlreicher Gr�o�en identisch

zum Fall unkorrelierter Unordnung in den Kopplungen. Kennzeichen des marginalen Falls

mit logarithmisch divergenten Fluktuationen (!
�
= 0) sind schlie�lich nicht-universelle

Potenzgesetze am kritischen Punkt mit Exponenten, die stetig von der St�arke der Spin-

Wechselwirkungen abh�angen.

Weitere Aspekte von `Ordnung', wie die Komplexit�at einer Struktur oder ihr Di�rak-

tionsverhalten, beeinussen { wie vorhergesagt { die kritischen Eigenschaften des Modells

nicht. Die exakten Resultate zeigen zudem, da� die Relevanz (oder Irrelevanz) der Ape-

riodizit�at auch von der Amplitude der aperiodischen Modulation unabh�angig ist: Das

Relevanzkriterium gilt f�ur die untersuchten Modellklassen in gleicher Form auch f�ur starke

aperiodische (Un)ordnung.

Unsere Untersuchungen lassen aber auch erkennen, da� die Berechnung des ma�gebli-

chen Fluktuationsexponenten !
�
f�ur Modelle mit korrelierter oder deterministisch aperiodi-

scher Unordnung eine durchaus nicht-triviale Aufgabe bleibt. Hier kann einer vorgegebe-

nen Ordnungsstruktur, im Gegensatz zum Fall periodisch geordneter oder zufallsverteilter

Kopplungen, nicht mehr unabh�angig vom Modell ein eindeutiger, fester Fluktuationsexpo-

nent zugeordnet werden. Insbesondere k�onnen die Fluktuationen in der mittleren Kopp-

lungsst�arke nicht mehr ohne weiteres als Ma� f�ur die Relevanz der Unordnung verwendet

werden. Innerhalb der beiden Modellklassen, die eine exakte Bestimmung von !
�
erlauben,

zeigen dies die Ergebnisse f�ur die XY-Quantenkette mit isotroper aperiodischer Unordnung.

Die Aufgabe des letzten Unterkapitels 3.3 der Arbeit war es schlie�lich, die �Ubertragbar-
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keit der in den exakt behandelbaren F�allen gewonnenen Ergebnisse auf analytisch nicht in

gleicher Weise zug�angliche Systeme zu �uberpr�ufen. Zu diesem Ziel wurde eine urspr�unglich

f�ur homogene Gitter de�nierte approximative Ortsraumrenormierung auf eine Klasse zwei-

dimensionaler aperiodischer Ising-Modelle angewendet. Dabei �ndet sich ein wichtiger

Punkt der exakten Renormierung (die zentrale Funktion der Substitutionsmatrix) in dem

approximativen Verfahren wieder. Die Resultate reproduzieren f�ur die betrachtete Mo-

dellklasse { im Rahmen der Approximation { genau die Vorhersagen des Harris-Luck-

Relevanzkriteriums.


