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3.2.4 Verlustverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3 Beta-Binomialmodell für homogene Portfolios . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3.1 Modellannahmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.2 Bedingte und unbedingte Ausfallkorrelation . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.3 Beta-Binomialverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.4 Multivariates Probit-Normalmodell für inhomogene Portfolios . . . . . . . . 51

3.4.1 Definition und Eigenschaften der Probit-Normalverteilung . . . . . . 51

3.4.2 Exkurs: Die Copula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4.3 Multivariate Probit-Normalverteilung mit Normal-Copula . . . . . . 54

3.4.4 Korrelationen im multivariaten Probit-Normalmodell . . . . . . . . . 59

3.5 Faktormodell als Spezialfall des allgemeinen Bernoulli-Mischungsmodells . . 61

4 Simultane Parameterschätzung im allgemeinen Bernoulli-Mischungsmodell 65

4.1 Begriffsdefinitionen und Annahmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.1.1 Begriffsdefinitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.1.2 Annahmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Allgemeine statistische Notation
f. s.−→ fast sichere Konvergenz
P−→ Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
V−→ Konvergenz in Verteilung

C Copula

Cnv Normal-Copula
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Abkürzungs- und Symbolverzeichnis

fX Wahrscheinlichkeits- oder Dichtefunktion der Zufallsvariablen X

FX Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X; auch als FX(·;θ), um anzu-
deuten, dass FX eine Funktion des Parametervektors θ ist

F
(−1)
X verallgemeinerte inverse Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

FX multivariate Verteilungsfunktion des ZufallsvektorsX; auch als FX(·;θ),
um anzudeuten, dass FX eine Funktion des Parametervektors θ ist

φ Dichtefunktion der Standardnormalverteilung

φm(·;RC) Dichtefunktion derm-dimensionalen Standardnormalverteilung

mit KorrelationsmatrixRC

Φ Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Φ−1 Inverse von Φ

Φ2(·, ·; ρ) Verteilungsfunktion der bivariaten Standardnormalverteilung mit

Korrelationsparameter ρ

Φm(·;RC) Verteilungsfunktion derm-dimensionalen Standardnormalverteilung

mit KorrelationsmatrixRC

I(θ) Fisher-Informationsmatrix einer Beobachtung für Parametervektor θ

l Log-Likelihood-Funktion

P Wahrscheinlichkeit

q Wahrscheinlichkeitsniveau

WX wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X

Allgemeine mathematische Notation

‖ · ‖ Euklidische Norm eines Vektors

‖ · ‖2 Spektralnorm einer Matrix

‖ · ‖F Frobeniusnorm einer Matrix

[·]−1 Inverse einer Matrix

0 Nullvektor

1{·}(·) Indikatorfunktion

1t (1× t)-Einsvektor

argmax Argument des Maximums einer Funktion

B Betafunktion

d totales Differential

∂ partielle Ableitung

∂ug(y1, y2, . . . , yh) erste partielle Ableitung der Funktion g nach ihrem u-ten Argument

an der Stelle (y1, y2, . . . , yh) ∈ Rh, u ∈ {1, 2, . . . , h}
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Abkürzungs- und Symbolverzeichnis

det Determinante
R

diag
r=1

(xr) (R×R)-Diagonalmatrix mit xr als r-tes Diagonalelement

Γ Gammafunktion

I Einheitsmatrix

N Menge der natürlichen Zahlen, N := {1, 2, . . .}
R Menge der reellen Zahlen

Indizierung

h Anzahl der unbekannten Parameter im jeweiligen Modell

N , Nt Anzahl der Kreditnehmer im Kreditportfolio in Periode t

N (r), N (r)
t Anzahl der Kreditnehmer in Bonitätsklasse r und Periode t

R Anzahl der Bonitätsklassen

T Anzahl der Beobachtungsperioden

Zufallsvariablen, -vektoren und -matrizen

Atn Ausfallvariable des Kreditnehmers n in Periode t

At,
(
A
(r)
t

)
zufällige Anzahl der Ausfälle im Portfolio (in Bonitätsklasse r) in

Periode t mit Realisation kt

(
k
(r)
t

)
A (T ×R)-Zufallsmatrix der Anzahl der Ausfälle mit Realisation k

Btn Bonitätsvariable des Kreditnehmers n in Periode t

Ltn Verlustvariable des Kreditnehmers n in Periode t mit Realisation ltn

Lt Verlustvariable des Kreditportfolios in Periode t mit Realisation lt

L̄(T ) zufälliger durchschnittlicher Portfolioverlust aus T Perioden

π̃t, (π̃tr) stochastische Ausfallwahrscheinlichkeit der Kreditnehmer im

Portfolio (in Bonitätsklasse r) in Periode t mit Realisation πt (πtr)

π̃t R-dimensionaler Vektor der stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeiten

der Kreditnehmer in Periode t mit Realisation πt

π̃(T ) RT -dimensionaler Vektor aller stochastischen Ausfallwahrscheinlich-

keiten mit Realisation π

Qt,
(
Q
(r)
t

)
zufällige Ausfallquote der Kreditnehmer im Portfolio (in Bonitätsklasse

r) in Periode t mit Realisation qt

(
q
(r)
t

)
Qt Vektor der zufälligen Ausfallquoten der Kreditnehmer in Periode t mit

Realisation qt
Q (T ×R)-Matrix aller zufälligen Ausfallquoten mit Realisation q
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Abkürzungs- und Symbolverzeichnis

Parameter

α, β Parameter der betaverteilten einperiodischen Ausfallwahrscheinlichkeit

γr Parameter der Probit-normalverteilten einperiodischen Ausfallwahr-

scheinlichkeit der Kreditnehmer in Bonitätsklasse r

γ Vektor (γ1, γ2, . . . , γR)

h(rs) Varianz der Grenzverteilung der normierten Momentenschätzer für

σrs mit r �= s

H(r,M1),H(r,M2),

H(r,M3),H(r,ML) Varianz-Kovarianzmatrix der Grenzverteilung des normierten Parameter-

schätzvektors nach M1-, M2-, M3- bzw. ML-Methode in Bonitätsklasse r

H(p),H(p,ML) Varianz-Kovarianzmatrix der Grenzverteilung des normierten

Momenten- bzw. ML-Schätzvektors für p

H(σ),H(σ,ML) Varianz-Kovarianzmatrix der Grenzverteilung des normierten

Momenten- bzw. ML-Schätzvektors für σ

μ(r), μ(rs)

μ(rrs), μ(rrss) gewöhnliche Momente bzw. Produktmomente um Null der einperiodi-

schen Ausfallquoten der Kreditnehmer in den Bonitätsklassen r und s

μ, (μr) Vektor der ersten zwei gewöhnlichen Momente der Ausfallquote

der Kreditnehmer im Portfolio (in Bonitätsklasse r)

μ1, μ2 gewöhnliches Moment erster und zweiter Ordnung der Ausfallquote

der Kreditnehmer im Portfolio

ptn Ausfallwahrscheinlichkeit des Kreditnehmers n in Periode t

p, (pr) Erwartungswert der stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeit der

Kreditnehmer im Portfolio (in Bonitätsklasse r)

p R-dimensionaler Vektor der erwarteten Ausfallwahrscheinlichkeiten

σ2 Varianz der stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeit der Kreditnehmer

im Portfolio

σrs Kovarianz der stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeiten der

Kreditnehmer in den Bonitätsklassen r und s

σ Vektor der Varianzen der stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeiten

Σ (R×R)-Varianz-Kovarianzmatrix der stochastischen Ausfallwahr-

scheinlichkeiten

R (R×R)-Korrelationsmatrix der stochastischen Ausfallwahrscheinlich-

keiten
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Abkürzungs- und Symbolverzeichnis

RC Korrelationsmatrix der Normal-Copula

�, �rs Inner- und Interklassen-Ausfallkorrelation

�AWrs Korrelation der stochastischen Ausfallwahrscheinlichkeiten der

Kreditnehmer in den Bonitätsklassen r und s

�Br Bonitätskorrelation der Kreditnehmer in Bonitätsklasse r

�Crs Element der Matrix RC

Parameterschätzer

Die Parameterschätzer eines unbekannten Parameters θ werden mit θ̂SchätzmethodeT bezeichnet.

Die Anzahl T der zur Schätzung verwendeten Beobachtungen wird als Index tief und die

Schätzmethode hoch gestellt. Als Schätzmethode werden in dieser Arbeit die Momentenme-

thode (Index: M) mit drei Varianten (Index: M1, M2, M3), die ML-Methode (Index: ML), die approxi-

mative ML-Methode (Index: AML), die IFM-Methode (Index: IFM) und die TF-Methode (Index:

TF) betrachtet. Folgende Schätzer bilden die einzige Ausnahme von dieser Regel.

M
(r)
T ,M (rs)

T ,

M
(rrs)
T ,M (rrss)

T empirische Momente der Ausfallquoten der Kreditnehmer in den

Bonitätsklassen r und s mit Realisationenm
(·)
T

MT , (Mr,T ) Vektor der ersten zwei Stichprobenmomente der Ausfallquote der Kre-

ditnehmer im Portfolio (in Bonitätsklasse r) mit RealisationmT (mr,T )

M1,T ,M2,T Stichprobenmoment erster und zweiter Ordnung der Ausfallquote

der Kreditnehmer im Portfolio mit Realisationenm1,T undm2,T

Spezielle Notation

EADtn Forderungshöhe bei Ausfall des Kreditnehmers n in Periode t

LGDtn Verlustquote bei Ausfall des Kreditnehmers n in Periode t

νt, (νtn) Verlustbeitrag aller Kreditnehmer (des Kreditnehmers n) in Periode t

rt Ratingfunktion in Periode t
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