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Zusammenfassung

Ein quantenmechanisches System kann streng genommen nie als isoliert betrach-
tet werden; es bildet immer einen Teil eines grofleren Systems. Die vorliegende
Arbeit befafit sich mit der Subdynamik eines solchen offenen Systems und der
Ausbildung des Gleichgewichts durch den Einfluf der Umgebung. Dabei wird die
Auswirkung der sogenannten Markov-Ndiherung, die eine wichtige Rolle bei der
vereinfachten Beschreibung offener Systeme spielt, anhand eines grundlegenden
Modells aus der Quantenoptik untersucht.

Zuniichst wird ein kurzer Uberblick iiber die Kinematik instabiler Systeme
gegeben. Der Hilbertraum des Gesamtsystems ist hierbei die direkte Summe
H = H, & Hy der Hilbertraume des Systems und der Umgebung. Anhand des
inversen Zerfallsproblems wird gezeigt, dafl das Zerfallsgesetz nie exakt eine Halb-
gruppe bilden kann, solange das Gesamtsystem einen eindeutigen Grundzustand
besitzt. Um die Abweichungen vom exponentiellen Zerfall deutlich zu machen,
werden exakte numerische Losungen des Friedrichs-Modells entwickelt. Dazu wer-
den zuniichst die spektralen Eigenschaften des Modells ausfiihrlich analysiert.
Es zeigt sich, da3 bei einer starken Kopplung zwischen System und Umgebung
zusétzliche Oszillationen im Zerfallsgesetz auftauchen. Diese deuten auf eine teil-
weise Regeneration des Systems hin. Die Abhéngigkeit der Oszillationen von der
Kopplungsstirke wird untersucht. Zusétzlich wird die Pol-Niherung vorgestellt.
Mit ihrer Hilfe kann aus der reduzierten Resolvente ein exponentielles Zerfallsge-
setz ndherungsweise abgeleitet werden.

Um die Relaxation eines offenen Quantensystems g sinnvoll beschreiben zu
kénnen, ist es notwendig, die unitdre Dynamik zu einer allgemeineren dynami-
schen Abbildung auf dem Raum der statistischen Operatoren zu erweitern. Die
Anforderungen an eine solche Abbildung werden kurz formuliert. Wichtig fiir
die weiteren Uberlegungen ist die reduzierte Dynamik eines Systems S, das in
Wechselwirkung mit einer Umgebung B steht, so dafl das Gesamtsystem eine ha-
miltonsche Dynamik erfiillt. Der Hilbertraum des Gesamtsystems ist hierbei das
Tensorprodukt Hsyp = Hs ® Hp aus den Hilbertraumen des Systems und der
Umgebung. Die reduzierte Dynamik des Systems S bildet hierbei eine vollstindig
positive dynamische Abbildung.

In den meisten Anwendungen kann die reduzierte Dynamik nicht exakt be-
rechnet werden. Deshalb wird in der Literatur iblicherweise mit Hilfe verschiede-
ner Markov-Niherungen eine vereinfachte Beschreibung durch wvollstindig posi-
tive dynamische Halbgruppen abgeleitet. Obwohl manche dieser Niherungen die
vollstédndige Positivitit, oder sogar die Positivitdt der reduzierten Dynamik ver-
letzen, ist eine mathematisch strenge Ableitung mit Hilfe des weak coupling limit
(Van-Hove-Limes) moglich. Man kann zeigen, daff in diesem Limes der Erzeuger
der Halbgruppen genau dann eine QDB-Bedingung (quantum detailed balance)
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bzgl. der kanonischen Gesamtheit bei einer (inversen) Temperatur 3 erfiillt, wenn
sich die Umgebung in einem KMS-Zustand mit gleicher Temperatur befindet.
Dariiberhinaus ist iiber die Auswirkungen des Limes wenig bekannt.

Das Hauptziel dieser Arbeit besteht darin, die Folgen des weak coupling li-
mit deutlich zu machen. Die geschieht durch Vergleich der reduzierten Dynamik
des RWA-Oszillators vor und nach der Durchfithrung des Limes. Das Modell be-
steht aus einem harmonischen Oszillator in Wechselwirkung mit einem skalaren
Bose-Feld, wobei nur resonante Prozesse beriicksichtigt werden (rotating wave
approzimation). Wendet man den weak coupling limit auf den RWA-Oszillator
an, so erhilt man die Halbgruppendynamik des bekannten geddmpften harmoni-
schen Oszillators. Dieses Modell stellt ein elementares System zur Beschreibung
der Dissipation einer verlustbehafteten Lasermode da. Mit Hilfe der Bargmann-
Fock-Darstellung wird die Dynamik eines Weyl-Operators und der Besetzungs-
zahl bestimmt. Es wird verifiziert, dafl das System fiir jeden Anfangszustand
in die kanonische Gesamtheit relaxiert, falls der Erzeuger die QDB-Bedingung
erfiillt. Durch Anwendung des Quanten-Regressionstheorems werden die thermi-
schen Korrelationsfunktionen und das Fluktuationsspektrum berechnet.

Andererseits ist es moglich, mit Hilfe der zweiten Quantisierung die nume-
rischen Ergebnisse des Friedrichs-Modells zu benutzen, um die reduzierte Dy-
namik des RWA-Oszillators ohne weitere Naherungen zu berechnen und somit
die Ergebnisse direkt mit der Halbgruppendynamik des geddmpften harmoni-
schen Osrzillators zu vergleichen. Fiir den Fall eines thermischen Bose-Feldes
wird die Bargmann-Fock-Darstellung benutzt, um den KMS-Zustand eines Weyl-
Operators und des Besetzungszahl-Operators explizit zu berechnen. Zusitzlich
werden fiir diese Operatoren mit Hilfe der Streutheorie asymptotische Ausdriicke
im zeitlichen Limes t — oc abgeleitet. Mit Hilfe der Entwicklung dieser Ergebnis-
se in einer Storungsreihe werden die Abweichungen der Erwartungswerte dieser
Operatoren von den Erwartungswerten bzgl. der kanonischen Gesamtheit quan-
tifiziert. Man erhélt als kleinste Korrektur Terme in quadratischer Ordnung der
Kopplungskonstante.

Weiterhin wird bewiesen, dafi der RWA-Oszillator immer in den Grundzu-
stand relaxiert, wenn sich das umgebende Bose-Feld in einem normalen Zustand
befindet. Befindet sich das Feld in einem KMS-Zustand mit der inversen Tem-
peratur 3, so relaxiert der Oszillator in eine kanonische Gesamtheit mit einer
Temperatur, die im allgemeinen von § verschieden sein kann.

Schliefilich werden die thermische Korrelationsfunktion erster Ordnung und
das Fluktuationsspektrum des RWA-Oszillators bestimmt und mit den entspre-
chenden Ergebnissen des geddmpften harmonischen Oszillators verglichen. Dabei
zeigt der RWA-Osrzillators im Gegensatz zum geddmpften Oszillator bei wachsen-
der Kopplungsstiirke eine Aufspaltung der Spektrallinie in ein Dublett.

Unabhiingig von den bisherigen Uberlegungen wird gezeigt, wie die Bargmann-
Fock-Darstellung benutzt werden kann, um kanonische Transformationen in die
R-Darstellung der Quantenoptik zu implementieren.
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Abstract

Stricly speaking, a quantum mechanical system can never be regarded as isolated;
it is always part of a larger one. The following thesis deals with the subdynamic
of such open systems and the enviromentaly induced formation of the equilibrium
state. Moreover, a simple model of quantum optics will help to give a clear picture
of the effects of the Markov approzimation which plays an important role for a
simplified description of open systems.

The thesis is prefaced by a short survey of the kinematics of unstable systems.
At this point the Hilber space of the total system is the direkt sum H = H; ® H-
of the Hilbert spaces of the system and its enviroment. On the basis of the
inverse decay problem it is shown, that the decay law can never be a semigroup
as long as a unique ground state of the total system exists. The deviation from
the exponential decay will be illustrated by developing exact numerical solutions
of the Friedrichs model. For that purpuse, a detailed study of the spectrum of
the model is given. It turns out, that if the system is strongly coupled to the
enviroment, additional oscillations in the decay law appear as a sign of a partial
regeneration of the system. The dependence of the oscillating behavior on the
coupling strength is investigated. Additionally, the so called pole-approzimation
is introduced. Within this approximation, an exponential decay can be derived
by means of the reduced resolvent.

To suitablely describe the relaxation of an open quantum system it is necessary
to extend the usual unitary dynamics to more general dynamical maps on the
space of statistical operators. The requirements imposed on such maps are briefly
outlined. Important for the further considerations is the reduced dynamics of
a system S which interacts with an enviroment B such that the total system
satisfies a Hamiltonian dynamics. The Hilbert space of the total system is the
tensorproduct Hsip = Hs @ Hp of the Hilbert spaces of the system and of the
enviroment. The reduced dynamics of the systems S forms a completely positive
dynamical map.

In most applications the reduced dynamics can not be calculated exactly,
therefore in the literature usually simplifed descriptions by completely positive
dynamical semigroups are derived through various kinds of Markov approzima-
tions. Although some of these approximations violate the complete positivity and
even the positivity of the reduced dynamics, a rigorous derivation is possible by
means of the weak coupling limit (Van Hove limit). It can be shown that within
this limit the generator of the semigroup satisfies a quantum detailed balance
(QDB) condition with respect to a Gibbs state with (inverse) temperatur 3 if
and only if the enviroment is given by a KMS state with the same temperature.
Still, little is known about the outcome of this limiting procedure.

The main objective of this thesis is to reveal the consequences of the weak



coupling limit. This is done by comparing the exact reduced dynamics of the
RWA oscillator before and after the limit is taken. This model consists of a
quantum harmonic oscillator in interaction with a scalar Boson field, while only
resonant processes are taken into account (rotating wave approzimation). By ap-
plying the weak coupling limit to the RWA oscillator one obtains the semigroup
dynamics of the well known damped harmonic oscillator. This model is a basic
building block for describing the dissipation of a damped laser mode. With the
help of the Bargmann-Fock representation the dynamics of a Weyl operator and
the occupation number are calculated. Assuming the QDB condition is satisfied,
it is verified that for any initial state the systems approaches the Gibbs state.
Using the quantum regression theorem the thermal correlation functions and the
Sfluctuation spectrum are obtained.

On the other hand the procedure of the second quantization allows to apply
the numerical solutions of the Friedrichs model in order to calculate the exact
reduced dynamics of the RWA oscillator without any further approximations.
Thus, a direct comparison of the results with the semigroup dynamics of the
damped harmonic oscillator is possible. To evaluate the case of a thermal Boson
field the KMS state of a Weyl operator and of the occupation number operator
is explicitly calculated using the Bargmann-Fock representation. In addition a
timelike asymptotic expression of these operators is derived in the limit ¢ — +oc
with the help of the general scattering theory. An expansion of these results in
terms of a perturbation series quantifies the deviation of the expection of these
operators from the expection with respect to the Gibbs state. It turns out, that
the lowest correction term is of second order in the coupling constant.

Furthermore a proof is given, that the RWA oscillator for all initial state
approaches the ground states if the surrounding Boson field is represented by a
normal state. If the Boson field is represented by a KMS state with the inverse
temperatur 5 the RWA oscillator approaches a Gibbs state with a temperatur
that may be different from j.

Finally the first order thermal correlation function and the fluctuation spec-
trum of the RWA oscillator are calculated and compared to the respective results
of the damped harmonic oscillator. It turns out that in contrast to the damped
oscillator the lineshape of the RWA-oscillator splits into a doublett if the coupling
strength is increased.

In addition to the above considerations it is shown how the Bargmann-Fock
representation can be used to implement canonical transformations into the quan-
tum optics R represention.
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