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Kurzfassung

In zahlreichen Ingenieuranwendungen kommen vermehrt Verbundwerkstoffe zum Einsatz,
welche die besten Eigenschaften von verschiedenen Werkstoffen optimal kombinieren und
so eine Anpassung an konkrete Anforderungen ermdoglichen. Eine besondere Gruppe stellen
die funktional gradierten Materialien (FGM) dar, bei denen ein flieBender Ubergang zwi-
schen zwei oder mehr Grundkomponenten realisiert wird, um beispielsweise negative Effek-
te wie Delaminationen, Spannungskonzentrationen oder unerwiinschte Wellenreflektionen
an den Grenzflichen zwischen verschiedenen Schichten zu vermeiden. Im Bauwesen sind
beispielsweise Strukturen aus Gradientenbeton moglich, die Optimierungsziele hinsicht-
lich des Tragverhaltens, der bauphysikalischen Eigenschaften und der Recyclingfahigkeit
gleichermaflen erfiillen.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der mathematischen Beschreibung des stati-
schen und dynamischen Verhaltens von funktional gradierten Stab- und Fléchentragwerken.
Bei der Herleitung der Bewegungsdifferentialgleichungen treten Kopplungen zwischen den
longitudinalen und den transversalen Verschiebungskomponenten auf, die in der Fachli-
teratur hdufig nicht geniigend Beriicksichtigung finden. In dieser Arbeit wird der Effekt
dieser Kopplungen auf die Weg- und KraftgroBen sowie auf die Eigenfrequenzen von sta-
tischen Systemen mit unterschiedlichen Auflagerbedingungen und Materialgradierungen
untersucht. Bei Stabtragwerken ist in vielen Féllen eine analytische oder semi-analytische
Losung moglich, wahrend bei Fldchentragwerken numerische Methoden wie das Ritz-
Verfahren oder die Finite-Elemente-Methode (FEM) herangezogen und auf das konkrete
Problem erweitert werden. Anhand von numerischen Beispielen werden diese Losungen
verwendet, um mogliche Anwendungsgebiete fiir funktional gradierte Materialien im Bau-

wesen aufzuzeigen.






Abstract

Composites are used in numerous applications in engineering. They are able to optimally
combine the best characteristics of different materials to adapt to specific requirements.
A special form of composites are the functionally graded materials (FGM), which allow
a smooth and continuous property variation between two or more basic components, in
order to avoid negative effects like delaminations, stress concentrations or wave reflecti-
ons in the interfaces between different layers. In Civil Engineering, it is possible to create
structures of graded concrete to optimize equally the load-bearing behaviour, the thermal
and acoustic properties as well as the recyclability of a building component.

The present thesis deals with the mathematical description of the static and dynamic be-
haviour of functionally graded beam and plate structures. The derivation of the differential
equations of motion leads to a coupling between the longitudinal and the transversal dis-
placement components, which has not been sufficiently taken into account in the relevant
literature. In this thesis, the effect of these couplings on the displacements and internal
forces as well as on the eigenfrequencies of structural systems with different boundary
conditions and material gradations is analysed. In the case of beam structures, a closed-
form solution or a semi-analytical solution can usually be found. By contrast, in the case
of two-dimensional plane structures, numerical methods like the Ritz method or the finite
element method (FEM) are applied and extended to obtain approximate solutions to this
specific problem. These solutions are applied to numerical examples of structural elements

in order to point out some possible applications for FGM in civil engineering.






Sinopsis

En muchas disciplinas de ingenieria se utilizan cada vez més los llamados materiales com-
puestos para una amplia gama de aplicaciones. Estos materiales atinan las mejores carac-
teristicas de diferentes materiales y permiten combinarlos éptimamente para adaptarlos
a las necesidades concretas. Un grupo peculiar lo forman los materiales funcionalmente
graduados, cuyas propiedades varian de forma suave y fluida entre un componente y otro
para evitar efectos negativos como la exfoliacion, las concentraciones de esfuerzos o las
reflexiones indeseadas de ondas en las interfases entre las diferentes capas de materiales.
En la ingenieria civil es posible disenar estructuras de concreto graduado que cumplan a
partes iguales los objetivos referentes al comportamiento estructural, a las propiedades de
aislamiento térmico y acistico y a su capacidad de reciclaje.

La presente tesis aborda la descripcién matematica del comportamiento estatico y dindmico
de vigas y placas hechas de materiales funcionalmente graduados. En la derivacién de las
ecuaciones diferenciales de movimiento surge un acoplamiento entre los desplazamientos
longitudinales y transversales de la estructura, hecho que en la mayoria de publicaciones
relevantes no es tomado suficientemente en cuenta. En esta tesis se analiza el efecto de
este acoplamiento sobre las deformaciones, los esfuerzos internos y las frecuencias natura-
les de sistemas estructurales con diferentes gradaciones y varias condiciones de frontera.
En el caso de las vigas es posible derivar soluciones analiticas o semianaliticas, mientras
que para los elementos estructurales superficiales es necesario usar métodos de aproxima-
cién como el método de Ritz o el método de los elementos finitos (FEM) y extenderlos
al problema concreto en cuestién. Estas soluciones son aplicadas a ejemplos concretos
de la ingenieria civil con el objetivo de mostrar posibles aplicaciones de los materiales

funcionalmente graduados en esta disciplina.






Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand in der Zeit von 2010 bis 2016 withrend meiner Tétigkeit
als wissenschaftlicher Mitarbeiter im Lehrstuhl fiir Baustatik der Universitit Siegen. Ich
mochte mich ganz besonders bei Herrn Prof. Dr.-Ing. Chuanzeng Zhang dafiir bedanken,
dass er meine Promotion ermoglicht und betreut hat, und dass er durch wertvolle Ge-
spriache und Anregungen zu ihrem Gelingen beigetragen hat. Aufgrund der guten Zusam-
menarbeit mit ihm in der Lehre und in der Forschung werde ich meine Zeit am Lehrstuhl

immer in bester Erinnerung behalten.

Herrn Prof. Dr.-Ing. Ralf Miiller danke ich herzlich fiir das Interesse an meiner Arbeit,
seine konstruktiven Hinweise und die Ubernahme des Korreferats. Weiterhin mochte ich
Herrn Prof. Dr.-Ing. Ulrich P. Schmitz und Herrn Prof. Dr.-Ing. Claus-Peter Fritzen fiir

das Mitwirken in der Promotionskommission danken.

Ein grofler Dank gilt Herrn Dr.-Ing. Oliver Carl, der meine Arbeit mit grofiem Interesse
verfolgt und durch viele wertvolle Diskussionen und motivierende Hinweise unterstiitzt
hat.

Ich danke allen (aktuellen und ehemaligen) Mitarbeitern des Lehrstuhls, insbesondere
Meike Stricker, Dipl.-Ing. Benjamin Ankay, M.Sc. Elias Perras und M.Sc. Kai Schwart-
paul, fiir die kollegiale Arbeitsatmosphére, die gute Zusammenarbeit und die interessanten

fachlichen Diskussionen.

Fiir ihre Unterstiitzung, Ermutigung und Gebete mochte ich meinen Eltern Carlos und
Elizabeth sowie meinen Schwiegereltern Dietmar und Bergit ganz herzlich danken, ebenso
dem Rest der Familie und meinen Freunden. Meiner liebevollen Ehefrau Lisa bin ich von
Herzen dankbar, dass sie mich mit groBtem Verstandnis und Geduld motiviert und mir in
schwierigen Zeiten stets treu den Riicken freigehalten hat. Zusammen mit Ruben, Madita

und Paula hat sie zudem fiir die nétige Abwechslung zu Hause gesorgt.

Mein grofiter Dank gebiihrt meinem Schopfer und Heiland Jesus Christus. Er gab mir die
richtigen Gedanken, die Kraft und das Gelingen fiir die Vollendung der Arbeit.

Siegen, im Februar 2017 Pedro Daniel Villamil






Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis Y
Tabellenverzeichnis IX
Symbolverzeichnis und Abkiirzungen X1
1. Einleitung 1
1.1. Funktional gradierte Materialien . . . . . . . . .. . ... ... ... ... . 1
1.2. Stand der Forschung . . . . . ... ... ... o oL 3
1.3. Ziele der Arbeit . . . . . . .. 4
1.4. Gliederung der Arbeit . . . . ... .. Lo 5

2. Theoretische Grundlagen 7
2.1. Grundlagen der Elastizititstheorie . . . . . . . .. ... ... ... 7
2.1.1. Kinematik . . . . . ..o 7

2.1.2. Materialgesetz . . . . . . ..o 9

2.1.3. Bewegungsgleichungen . . . . . ... ... ... ... 0. 11

2.1.4. Ebener Spannungszustand und ebener Verzerrungszustand . . . . . 11

2.2. Differentialgleichungen fiir funktional gradierte Stab- und Flichentragwerke 14
2.2.1. Stébeund Balken . . . . ... oo 15

2.2.2. Platten und Scheiben . . . . .. ..o o oo 22

2.2.2.1. Gradierte Flachentragwerke in kartesischen Koordinaten . 23

2.2.2.2.  Gradierte Flachentragwerke in Polarkoordinaten . . . . . . 28

2.3. Energiemethoden und Variationsprinzipien in der Elastizitdtstheorie . . . . 31
2.3.1. Inneres und dufleres Potential von FGB . . . . . . ... .. ... .. 32

2.3.2. Inneres und aufleres Potential von FGP in kartesischen Koordinaten 33

2.3.3. Ritz-Verfahren . . . . . ... ... 34

2.3.4. Methode der finiten Elemente (FEM) . . . .. ... ... ... ... 35

3. Statische Analyse von funktional gradierten Strukturen 37
3.1. Statische Analyse funktional gradierter Stabtragwerke . . . . . . . . . . .. 37
3.1.1. Statik schubstarrer gradierter Stabtragwerke . . . . . . . . . .. .. 37

3.1.1.1.  Unsymmetrische Gradierung . . . . . . ... ... ... .. 38

3.1.1.2.  Symmetrische Gradierung . . . . . . . ... ... ... .. 44

3.1.2. Funktional gradierte Balken auf elastischer Bettung . . . . . . . .. 45

3.1.3. Stabilitét und Theorie II. Ordnung von gradierten Stabtragwerken . 48



11 Inhaltsverzeichnis
3.1.4. Statik schubelastischer gradierter Stabtragwerke . . . . . . . . . .. 49
3.1.5. Numerische Analyse mithilfe der FEM . . . . ... ... ... ... 53

3.2. Statik von gradierten ebenen Fliachentragwerken in kartesischen Koordinaten 56
3.2.1. Losungsansitze in der Literatur . . . . . . ... ... ... ... .. 57
3.2.2. Entkopplung der Differentialgleichungen und analytische Losung . . 58
3.2.3. Niherungslosung mit dem Ritz-Verfahren . . . . . .. . ... .. .. 63
3.2.4. FEM fiir funktional gradierte Flichentragwerke . . . . . ... . .. 66

3.3. Statik von gradierten kreisformigen Fléchentragwerken . . . . . ... . .. 69
3.3.1.  Gradierte Kreis- und Kreisringplatten unter rotationssymmetrischer

Belastung . . . . . ... 70
3.3.2. Gradierte Kreis- und Kreisringplatten unter nicht-rotationssymme-
trischer Belastung . . . . . . . . ... o000 74
3.4. Anwendungsbeispiele fiir funktional gradierte Stabtragwerke . . . . . . .. 7
3.4.1. Beispiel 1: Funktional gradiertes Sparrendach unter vertikaler Stre-
ckenlast . . ... 7
3.4.2. Beispiel 2: Funktional gradierter Stahlbetonbinder auf zwei Stiitzen
mit Konsole . . . . . ... oo 79
3.4.3. Beispiel 3: Dickwandiger Hohlzylinder mit einer radialen Gradierung 86
3.4.4. Beispiel 4: Einfliisse der Schubsteifigkeit und der Lagerungsbedin-
gungen auf die Durchbiegung einfeldriger Stabtragwerke . . . . . . 88

3.5. Anwendungsbeispiele fiir funktional gradierte Flachentragwerke . . . . . . 90

3.5.1. Beispiel 1: Einfliisse der Gradierung und Lagerung auf die Weg- und
Schnittgrofien von gradierten Rechteckplatten . . . . . . . . .. .. 90

3.5.2. DBeispiel 2: Funktional gradierte zweifeldrige Geschossdecke unter
Flachenlast . . . . . ... ... .. oo 95

3.5.3. DBeispiel 3: Funktional gradierte Kreisplatte unter nicht-rotations-
symmetrischer Belastung . . . . . ... ... o000 96

4. Dynamische Analyse von funktional gradierten Strukturen 99

4.1. Dynamische Analyse von funktional gradierten Stabtragwerken . . . . . . . 99
4.1.1. Freie Schwingungen von schubstarren gradierten Stabtragwerken . . 99

4.2.

4.1.2. Freie Schwingungen von gradierten Balken auf elastischer Bettung . 105

4.1.3. Freie Schwingungen von schubelastischen Stabtragwerken . . . . . . 105
4.1.4. Numerische Eigenfrequenzbestimmung mit dem Ritz-Verfahren . . . 107
4.1.5. Erzwungene Schwingungen . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 108
4.1.6. Numerische Analyse mithilfe der FEM . . . . ... ... ... ... 110
Dynamische Analyse von gradierten ebenen Flichentragwerken in kartesi-

schen Koordinaten . . . . .. . ... ... ... o o 112
4.2.1. Freie Schwingungen von gradierten Rechteckplatten . . . . . . . .. 112

4.2.2. Entkopplung der Differentialgleichungen und analytische Losung . . 112
4.2.3. Numerische Bestimmung der Eigenfrequenzen mit dem Ritz-Verfahren115
4.2.4. Numerische Analyse mithilfe der FEM . . . . . ... ... ... .. 118



Inhaltsverzeichnis 111

4.3.

44.

4.5.

Schwingungen von gradierten ebenen Flichentragwerken in Polarkoordinaten118
4.3.1. Losung fiir Vollkreisplatten. . . . . . . ... .. ... ... ... 121
4.3.2. Losung fur Kreisringplatten . . . . . ... ... ... ... ... .. 122
Anwendungsbeispiele fiir funktional gradierte Stabtragwerke . . . . . . .. 122

4.4.1. Beispiel 1: Einfliisse von Schubsteifigkeit, Rotationstriagheit und La-
gerungsbedingungen auf einfeldrige Stabtragwerke . . . . . . . . .. 122
4.4.2. Beispiel 2: Eigenfrequenzen eines funktional gradierten Zweigelenk-
rahmens . . . ... 124
4.4.3. Beispiel 3: Eigenfrequenzen von funktional gradierten Balken auf
elastischer Bettung . . . . . . . . ... oo 127
4.4.4. Beispiel 4: Funktional gradierter Kragtréger unter dynamischen Be-
lastungen . . . ... 130
Anwendungsbeispiele fiir funktional gradierte Flachentragwerke . . . . . . 134
4.5.1. Beispiel 1: Einfliisse der Gradierung und der Lagerung auf die Ei-
genfrequenzen von Rechteckplatten . . . .. .. ... ... ... .. 134

4.5.2. Beispiel 2: Eigenfrequenzen und Eigenformen einer Geschossdecke . 137

5. Zusammenfassung und Ausblick 143

Anhang 147
A.  Koordinatensysteme und Differentialoperatoren . . . . . . .. ... .. .. 147
B.  Vektoren und Matrizen zur FE-Berechnung von gradierten Flachentrag-

werken . ... 149
B.1.  Ansatzfunktionen des Scheiben-Platten-Elementes . . . . . . . . .. 149
B.2.  Steifigkeitsmatrix des Scheiben-Platten-Elementes . . . . . . . . .. 151
B.3. Massenmatrix des Scheiben-Platten-Elementes . . . . . . . . .. .. 153

B.4.  Vektoren der Elementknotenlasten fiir das Scheiben-Platten-Element 154



