Elemente der
angewandten Zahlentheorie

und Approximationen

Uwe Kraeft

2016






Berichte aus der Mathematik

Uwe Kraeft

Elemente der angewandten
Zahlentheorie und Approximationen

Shaker Verlag
Aachen 2016



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen
Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet Giber
http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Copyright Shaker Verlag 2016

Alle Rechte, auch das des auszugsweisen Nachdruckes, der auszugsweisen
oder vollstandigen Wiedergabe, der Speicherung in Datenverarbeitungs-
anlagen und der Ubersetzung, vorbehalten.

Printed in Germany.

ISBN 978-3-8440-4300-6

ISSN 0945-0882

Shaker Verlag GmbH < Postfach 101818 « 52018 Aachen

Telefon: 02407 /9596-0 + Telefax: 02407 /9596 -9
Internet: www.shaker.de « E-Mail:info@shaker.de



iii
Vorwort

Dieses Buch ist ein Ergénzungsband [KrVIlla] zur ,Einfithrung in die
Angewandte Mathematik” [KrVIII] des ,Lehrgangs der Mathematik”.
Dabei werden wenige grundlegende Kenntnisse [Krl], [KrlI] und [KrIII]
vorausgesetzt, so dass der Text auch fiir interessierte Schiiler der
hoheren Gymnasialklassen lesbar sein sollte. Grundlage und Quelle fiir
den ersten Teil des vorliegenden Textes sind neben der genannten
,Einfithrung” vor allem die 25 Bande der ,Studies in Number Theory”
[Kr, Kr1-Kr24], die im Text aus Griinden der Lesbarkeit nur ausnahms-
weise zitiert werden und von denen nur eine kleine fiir die Anwendung
wichtige Teilmenge ausgewd&hlt wurde, deren Elemente gewissermafSen
das fundamentale ,Handwerkszeug” der Zahlentheorie darstellen
(genaue Quellenangaben finden sich im Index [KrXIla S. 93]).- Der
zweite Teil stellt vor allem eine mathematische Ergénzung der Teile VI
und X bis XlIIa des ,Lehrgangs der Mathematik” dar.- Der dritte Teil
behandelt biologische Anwendungen.

Das Buch gliedert sich somit in drei Teile:

I. Uber die Zahlentheorie wurde in dieser Reihe in der ,Einftihrung in
die Mathematik” [Krl S. 157] und insbesondere in der , Einfithrung in die
Beweislehre” [KrVII S. 47] bereits zusammenfassend berichtet. In diesem
Text soll nun das Thema im Hinblick auf die Anwendung etwas
ausfiihrlicher dargestellt werden. Hier werden in 18 Kapiteln nach einer
Einfithrung Kongruenzen, Lehrsédtze mit Kongruenzen, Restklassen, die
Euler Funktion ¢(n) und Carmichael Funktion Ai(n), Folgen,
Darstellungen der nattirlichen Zahlen, Briiche und Kettenbriiche,
Zahldarstellungen, Diophantische Gleichungen, algebraische Zahlen,
transzendente Zahlen, die Approximationen der Infinitesimalrechnung,
komplexe und andere strukturierte Zahlen, die Primzahlverteilung,
Primzahlen, zahlentheoretische Funktionen sowie die Faktorisierung in
elementarer Weise dargestellt. Eine Literaturauswahl ist beigefiigt. Die
Literaturzitate betreffen wie in den vorangehenden Banden nicht nur die
Ubernahme von Inhalten, sondern sind auch ein Hinweis fiir
interessierte Leser, um mehr iiber ein Thema zu erfahren.

II. Die Numerische Mathematik im engeren Sinn, das ist die Aufstellung
von Rechenvorschriften oder Algorithmen, steht in enger Beziehung zur
Zahlentheorie. Viele der fritheren manuell durchgefiihrten Methoden
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sind heute durch die Computerprogramme, die auf numerischen
Algorithmen basieren, mehr oder weniger tiberfliissig geworden.

Eines der wichtigsten Themen in der Mathematik, den
Naturwissenschaften und anderen Disziplinen bleibt die Aufstellung
von plausiblen Funktionen. Die Ermittlung der Koeffizienten eines
gegebenen Polynoms durch ein System aus gegebenen Gleichungen ist
bereits aus der Schulmathematik bekannt. Dabei wird vorausgesetzt,
dass die Funktion tatsdchlich ein Polynom gegebenen Grades ist.
Ahnliches gilt fiir Funktionen, die sich aus bekannten physikalischen
Theorien ergeben. Anders ist es bei zundchst unbekannten Funktionen
der Naturwissenschaften, der Technik, der Wirtschaftswissenschaften
und anderer Disziplinen. In den letzteren Fillen werden bei Vorliegen
einer ausreichenden Zahl von Werten haufig statistische Methoden, wie
zum Beispiel die mehrfache Regression, angewandt, um Formeln zu
finden. Fiir viele Probleme sind das Polynome, die in den
Naturwissenschaften mit immer hoherem Grad zur besseren Anpassung
zunehmend weniger mit Grundgesetzen {iibereinstimmen. Deswegen
macht es Sinn, mathematisch geeignete Formeln als Hypothesen zu
entwickeln, die plausibel erscheinen, und diese mit den bekannten
Theorien zu priifen. Diese Methode stand vermutlich auch am Anfang
unserer  heutigen  physikalischen  Theorien, wo ,passende”
mathematische Formeln gesucht und mit den Messergebnissen
verglichen wurden. Dabei ist aufserhalb der Mathematik der rein
mathematische Teil fiir das physikalische oder andere ,Gesetz” nicht
beweiskréftig, wie immer wieder betont werden muss; allein die
Ubereinstimmung ~ mit Messergebnissen im  Giiltigkeitsbereich
entscheidet tiber die Plausibilitit. Dabei bleiben alle Theorien nur
Modelle, welche die physikalische ,Realitdt” mehr oder weniger gut und
teilweise in mehrfacher Form beschreiben, was zum Beispiel auch fiir die
Relativititstheorie gilt. Die Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit ist
auch bei den Grundgesetzen und Theorien sowie in der Astronomie
prinzipiell nicht besser als der Wetterbericht, der ebenfalls auf
Beobachtungen und Modellen beruht; eine scheinbare Genauigkeit bei
groberer Betrachtung zeigt sich bei immer feinerer Betrachtung als grobe
Naherung.

Vereinfachende Annahmen sind in der theoretischen Physik tiblich; sie
gelten aber nicht als Approximationen. Letztere umfassen vor allem auch
rein mathematische Naherungen, die in der Zahlentheorie behandelt
werden (siehe Kapitel 13). Gegenstand des zweiten Teils dieses Textes,
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der sich vereinfacht gesagt mit einigen elementaren Moglichkeiten
beschiftigt, wie aus einzelnen nichtperiodischen Variablen eine stetige
Funktion gebildet werden kann, ist damit nur ein bestimmter, fiir die
Anwendung in den Naturwissenschaften, der Technik und den
Wirtschaftswissenschaften wichtiger Teil des Gesamtgebiets der
Approximationen.

In Teil II werden in 12 Kapiteln nach einer  Einfithrung in die
Approximationen die Berechnung oder Approximation einer bekannten
Funktion, die Interpolation, die mehrfache Regression, die Extrapolation
von unbekannten Funktionen, komplexwertige Polynomfunktionen, die
Berechnung wund Darstellung von Funktionswerten und als
Anwendungen die Rontgenstrahlung und Kernbindungsenergie, die
Rotationsgeschwindigkeit der Galaxien, allgemeine Beispiele aus den
Naturwissenschaften, Beispiele aus Wirtschaft und Technik sowie die
Giiltigkeit von Funktionen in elementarer Weise dargestellt. Eine kleine
Literaturauswahl ist beigeftigt.

II. Teil II behandelt ausgewihlte Gebiete der Bioinformatik als
Anwendung der Zahlentheorie und Approximationen und insbesondere
die  Sequenzanalyse des Genoms im Hinblick auf die
molekulargenetische und morphologische Ubereinstimmung. Einige
ausgewdihlte Literaturangaben sind beigefiigt.

Das Buch stellt die Meinung des Autors nach dem Studium der Literatur
und dessen Kenntnissen dar. Der Inhalt wurde sorgfiltig auf Fehler
gepriift, die aber nicht gidnzlich ausgeschlossen werden kénnen. Eine
Gewihrleistung oder Garantie fiir die Richtigkeit des Textes kann nicht
tbernommen werden. Ich bin fiir entsprechende Hinweise oder
Verbesserungsvorschldge dankbar.

Leimen, im November 2015 Uwe Kraeft

http: / /www.kannitverstan.net/
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Auswahl von Symbolen

A

=, 9
€

&

N, U, C
%)
A={a,b,c}
f

£(x)

£1

a, o, ...

NO

Q+
R

a=o+if

fur alle

hieraus folgt (in den angegebenen Richtungen)

ist Element von (ist enthalten in)

ist kein Element von (ist nicht enthalten in)
Durchschnitt, Vereinigung, ist Teilmenge von

die leere Menge

Beispiel einer Menge A mit den Elementen a, b und c
Abbildung

Bild des Originals x

inverse Abbildung

Elemente, Zahlen

inverse Elemente (Beziiglich Addition, Multiplikation)
oft natiirliche Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ...

oft Primzahl, Zihler eines Bruches oder auch andere Zahl
Anzahl der Primzahlen kleiner gleich n

Primzahl I: 4m+1 mit me N, Primzahl II: 4n-1 mit ne N
Primzahlen (P! einschliefilich 1)

N {0}

Ring der ganzen Zahlen

Korper der rationalen Zahlen a/b mit acZ, be N
Menge der positiven rationalen Zahlen a/b mit a,be N
Korper der reellen Zahlen; Q (R) heifst Q oder R

=o+Pi komplexe Zahl mit o,fe Q (R) und i2=-1

a*=a=o-ip konjugiert komplexe Zahl

a=a+if

R(a), 3(a)

C
G

=r(cos ¢ + i-sin @) komplexe Zahl in Polarkoordinaten
Realteil, Imaginirteil von a

=Q (i) or R (i): Korper der komplexen Zahlen
Einheitswurzel
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X =(x1,x2,x3) Vektor x mit den Komponenten x1,x2,x3
(x1/x2x3)  Punkt mit den Koordinaten x1,x2,x3 und Vektor X =(x1,X2,X3)
a b

Matrix A (Beispiel
[C dJ (Beispiel)
|A , D(A) Determinante der Matrix A
Xe (§ x 2) Skalarprodukt “ ” und Vektorprodukt “x“ von Vektoren

‘)2 =+/xex Absolutwert oder “Léange” des Vektors X

genau gleich (identisch), nur in der Mathematik

a=b (mod ¢) < a=b. < (a-b)/ceZ fira,beZ,ceN

={x; xe Z und x=a (mod m)} Restklasse

so nah wie gewtiinscht, aber nicht gleich

ungefihr, gerundet, kann fiir grofie n angendhert werden
von dhnlicher Grofienordnung, proportional

ungleich

<,<$>2  Kkleiner, kleiner oder gleich, grofier, grofier oder gleich
p.(q>1)e N p,q sind nattirliche Zahlen, und es gilt q>1

—
Y]
—_—

Lo I

W

=<, kleiner, grofser von komplexen Zahlen
n! Produkt aller nattirlicher Zahlen kleiner oder gleich n
a al  a(a-1)(a-2)-...(a-b+1)
b bl(a—b)! b(b-1)(b-2)-...- 1
Binomialkoeffizient
{ai}=(ai)  {a1, az ..., an} Folge von Zahlen a;
Zai =artaz+t ... +an, Reihe (Summe einer Folge (aj)
i=1
l_Iai =ar-ay- ... -an, Produkt
i=1
an n-te Potenz von a (n Exponent)
an 1/an
al/m m-te Wurzel von a (zum Beispiel al/2=+/a)

an/m m-te Wurzel von an
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sinma = sin(ma)
In x nattirlicher Logarithmus von x mit x=elnx
e Y . :
f'(x)= I erste Ableitung von f(x) mit dx=0
X
b
F(x) Integral von f(x): If(x)dx mit dx=0
alb a teilt b, a ist ein Faktor (Divisor) von b, b=0,, be Z-{0}, ac
N

(ab)=d  ggT, grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist de N
(ab,c)=e ggTvona, bundciste
ab,c Losungstripel, zum Beispiel pythagoreisches Tripel

= Verhiltnis oder gemeiner Bruch mit peZ, qeN,

P

der eigentlich P
q

<1 oder uneigentlich |*-|>1 sein kann

(j =1 =('/p)=1< alk1/2%=1, (Legendre-Symbol)

(i) =(@/p1)@/p2)(@’/ps)-... mitn=pipsps-..., (pi>2)€P und
(a,pi)=1 (Jacobi-Symbol)
[ag; a1, @2,...]=a, + 1 1 Kettenbruch; auch [ay, ai, az,...]
a; + . 1
2 a; +
Def. Definition
Anm. Anmerkung
ggt grofster gemeinsamer Teiler
kgV kleinstes gemeinsames Vielfaches
PT pythagoreisches Tripel
LGS lineares Gleichungssystem

Weitere Symbole werden im Text erklért.
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